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О ХАРАКТЕРЕ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ОРТОТРОПНЫХ ОБОЛОЧЕК
ПРИ НАЛИЧИИ ВЯЗКОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ

На основе уравнений пространственной задачи теории упругости получены асимптотические решения
неклассических краевых задач о собственных колебаниях ортотропных оболочек при наличии вязкого внут�
реннего сопротивления, когда на верхней лицевой поверхности оболочки заданы два варианта простран�
ственных граничных условий, а на нижней лицевой поверхности задан вектор перемещения. Выведены
характеристические уравнения для определения собственных частот колебаний. Определены функции
типа пограничного слоя, установлены характеристические уравнения для определения скорости затуха�
ния пограничных колебаний при удалении от боковой поверхности во внутрь оболочки.
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Среди различных причин затухания колебаний
механических систем одной из важнейших явля"
ется рассеяние энергии внутри самой колебатель"
ной системы, в частности вязкое трение, которое
обычно принимается пропорциональным скорос"
ти перемещения точек [1]. Для определения и ана"
лиза напряженно"деформированных состояний
тонких тел (балки, стрежни, пластины, оболочки)
в последние десятилетия широко используется
асимптотический метод решения сингулярно воз"
мущенных дифференциальных уравнений [2, 3].
Поскольку один из геометрических размеров обо"
лочки резко отличается от остальных, при перехо"
де к безразмерным координатам в уравнениях и
соотношениях трехмерной задачи появляется ма"
лый геометрический параметр и преобразованные
уравнения являются сингулярно возмущенными
относительно этого параметра [3, 4, 9, 10].

На основе уравнений пространственной за"
дачи теории упругости получены асимптотичес"
кие решения неклассических краевых задач о
собственных колебаниях ортотропных оболочек
при наличии вязкого внутреннего сопротивле"
ния, при различных граничных условиях на ли"
цевых поверхностях.

Основные уравнения и постановка краевых за)
дач. Рассмотрим собственные колебания ортот"
ропной оболочки толщины 2h: Ω = {α, β, γ; α,
β ∈ Ω

0
, –h ≤ γ ≤ h}, где Ω

0
 — срединная поверх"

ность; α, β — линии кривизны срединной повер"
хности оболочки; γ — прямолинейная ось, на"
правленная перпендикулярно к срединной
поверхности. Tребуется найти ненулевые реше"
ния динамических уравнений теории упругости
в выбранной триортогональной системе коорди"
нат при серии граничных условий на лицевых по"
верхностях γ = ±h. Для упрощения выкладок бу"
дем пользоваться компонентами несимметричного
тензора напряжений τ

ij
 [2, 3].

Имеем:
" уравнения движения

(1)

;

" уравнения состояния (соотношения упругости)

(2)
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где kα, kβ — геодезические кривизны; A, B — коэф"
фициенты первой квадратичной формы; R

1
, R

2
 —

главные радиусы кривизны срединной поверхнос"
ти; ρ — плотность; a

ij
 — постоянные упругости;

k
1
 — коэффициент вязкого сопротивления (счита"

ется, что сопротивление пропорционально скоро"
сти точек).

На лицевой поверхности γ = h задана одна из
следующих групп условий

(3)

(4)

а на поверхности γ = –h условия

(5)

Условия на боковой поверхности пока не бу"
дем конкретизировать. Они влияют на значения
амплитуд колебаний в зоне погранслоя.

Решение внутренней задачи. В уравнениях (1), (2)
перейдем к безразмерным координатам и переме"
щениям по формулам α = Rξ, β = Rη, γ = εRζ = hζ,
U = Ru, V = Rv, W = Rw, где R — характерный размер
оболочки; ε = h/R — малый параметр. Решение пре"
образованных уравнений будем искать в виде:

(6)

где Qαβ — любая из величин напряжений и пере"
мещений; ω — частота собственных колебаний.
В результате получим сингулярно возмущенную
малым параметром ε систему относительно Q

jk
 ре"

шение которой складывается из решений внутрен"
ней (interior) задачи и пограничных (boundary)
слоев [2, 3]: I = Qint + R

b
, где Qint — решение внут"

ренней задачи; R
b
 — решение пограничного слоя.

Основная трудность в любой физической задаче
для тонких тел связана с правильным определе"
нием соответствующей асимптотики. Установле"
ние правильной асимптотики является самым от"
ветственным моментом при асимптотическом
подходе. Для пластин и оболочек эта асимптоти"
ка чутко реагирует на тип граничных условий на
лицевых поверхностях.

Решение внутренней задачи будем искать в
виде асимптотического представления [2–4]

(7)

 означает, что по немому (повторяющемуся)
индексу s происходит суммирование в пределах
целочисленных 0, N. Решение задачи должно удов"
летворять условиям (3), (5) или (4), (5). Зная вы"
шеуказанную структуру общего решения, для оп"
ределения величин  внутренней
задачи из условий (3)–(5) соответственно будут сле"
довать следующие граничные условия:

(8)

или

(9)

и условия при ζ = –1
(10)

где  m = 1, 2, 3. О величинах 
(u, v, w), s ≠ 0 будет сказано после построения ре"
шения пограничного слоя. Они являются извест"
ными функциями.

Из асимптотики (7) следует, что в отличие от
классической теории, для данного класса задач
все компоненты тензора напряжений асимпто"
тически равноправны, равноправны (имеют оди"
наковый порядок) также перемещения, и допу"
щения классической теории пластин и оболочек
здесь не применимы. Подставив асимптотичес"
кое представление (7) и применив правило Коши
умножения рядов, для определения неизвестных

коэффициентов разложения  получается не"
противоречивая система, которую можно запи"
сать в виде

(11)

где
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Укажем, что лишь при асимптотике (7) мож"
но получить непротивoречивую систему относи"

тельно . Используя соотношения (11), компо"
ненты тензора напряжений можно выразить через

:

(12)

a для определения компонент вектора перемеще"
ния получим уравнения:

(13)

При s = 0 система (13) превращается в систему
из независимых уравнений:

(14)

решениями которых являются:

 (15)

Подставив (15) в (12) и удовлетворив гранич"
ным условиям (8), (10) и (9), (10), получим три не"
зависимые однородные алгебраические системы

относительно неизвестных . Из условия суще"
ствования ненулевых решений этих систем выте"
кают следующие уравнения частот и соответству"
ющие им значения частот:
" при граничных условиях (8), (10)

" при граничных условиях (9), (10)

1. Если  (a
55

, a
44

, ∆/∆
12

) при

условиях (8), (10), и  (a
55

, a
44

, ∆/∆
12

)
при условиях (9), (10), то собственные колебания

затухают без явного колебания, как 

0 < θ < 2 (θ ≠ 1).

2. Если  (a
55

, a
44

, ∆/∆
12

) при ус"

ловиях (8), (10) будем иметь
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(16)

и  (a
55

, a
44

, ∆/∆
12

) при условиях (9), (10):

(17)

При этом затухание будет колебательным. Та"
ким образом в оболочке возникают три типа коле"
баний: два сдвиговых (I, II) и продольное (III). Так
как  является достаточно большим числом, по"
этому на практике второй вариант встречается
чаще, чем первый. Рассмотрим второй случай бо"
лее подробно при .

При граничных условиях (8), (10), с учетом
(12) собственными функциями являются

, а при условиях

(9), (10): .

При  значения собственных функций
, так как определители соответству"

ющих систем однородных уравнений будут отлич"
ны от нуля.

Аналогичным образом рассматриваются также
случаи  и  собственных частот ко"
лебаний. Заметим, что полученные значения глав"
ных частот собственных колебаний совпадают со
значениями частот сдвиговых и продольных коле"
баний ортотропных пластин при аналогичных гра"
ничных условиях [5].

О вкладе приближений s ≥≥≥≥≥ 1. Решение при s ≥ 1
будет зависеть от того, какое из значений частот

 взять за основу вычислений, в част"
ности, при решении уравнений (13). Необходимо
рассмотреть все три случая. При s ≥ 1 уравнения
(13) становятся неоднородными. Рассмотрим при"
ближение s = 1. Если , то из (12), (14) и гра"
ничных условий (8)–(10) относительно 
следуют

(18)

так как после удовлетворения указанных гра"
ничных условий, полученные алгебраические
системы однородных уравнений будут иметь от"
личные от нуля определители, в силу того, что

 не удовлетворяет решениям уравнений
(14) для v, w.

Система (13) преобразуется в систему уравнений:

(19)

(20)

(21)

Из уравнения (20), соотношений (12) и гранич"
ных условий (8)–(10) следует .

Решением уравнения (21) является

где  — частное решение уравнения (21). Удов"
летворив граничным условиям (8), (10) и (9), (10) и
учитывая, что определители полученных систем от"
личны от нуля, однозначно определятся неизвест"
ные коэффициенты  и . Подставляя значе"

ния  и  в соотношения (12), определяются

.
Решение уравнения (19) можно отыскать в виде

разложения по некоторой ортогональной системе
функций [9, 10]. В качестве таковой можно взять
собственные функции , которые ортого"
нальны на отрезке [–1, 1].

При граничных условиях (8), (10) функции 
будем искать в виде:

(22)

Тогда граничные условия будут удовлетворены
тождественно.

А при граничных условиях (9), (10) функции

 будем искать в виде:

(23)

Подставив (22) в (19), получим

 (24)

Умножив (24) на , проинтегрировав в
пределах –1 ≤ ζ ≤ 1, получим:
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" если k ≠ n, однозначно определяются b
nk

:

" при k = n, определяется :

В (22) остается неопределенным значение ко"
эффициента b

nn
(ξ, η). Для его определения восполь"

зуемся условием нормировки [9, 10]

откуда следует

После удовлетворения этого условия, получим

При граничных условиях (9), (10), учитывая
(23), аналогичным образом определяем коэффици"
енты b

nm
(ξ, η) и . При остальных значениях час"

тот собственных колебаний решение строится та"
ким же образом. Заметим, что эффект оболочки
проявляется начиная с приближения s = 1. Отме"
тим, что для ортотропных пластин влияние после"
дующих приближений на значения частот поряд"
ка O(ε2). Аналогичным образом рассматриваются
приближения s ≥ 2. Однако, для приложений они
вряд ли будут представлять интерес.

Собственные колебания в зоне пограничного
слоя. Чтобы исследовать собственные колебания в
зоне пограничного слоя вблизи боковой поверхно"
сти α = α

0
, в уравнениях (1), (2) перейдем к безраз"

мерным компонентам вектора перемещения U =
Ru, V = Rv, W = Rw, и введем новые независимые
переменные по формулам α – α

0
 = hξ, β = Rη, γ =

hζ, тогда   . Разло"

жим величины  

 T = 1/(R
1
R

2
) в ряд Тейлора вблизи

α = α
0
, предполагая, что они удовлетворяют усло"

виям разложения. Если Q любое из этих величин,
то Q = Q

n
(α – α

0
)n = Q

n
Rnεnξn, где Q

n
 — коэффици"

ент тейлоровского разложения, по немому индек"
су «n» происходит суммирование в пределах [0, +∞).

Решение преобразованных уравнений будем
искать в виде (6). В результате получим сингуляр"
но возмущенную малым параметром e систему от"
носительно Q

mk
, решение которой ищем в виде

асимптотического представления (7) [2, 3] и при"
пишем всем искомым величинам индекс b (от сло"
ва boundary). После подстановки (7) получается
следующая система уравнений:

 (25)

где  — функции, известные для каждого при"
ближения, если известны величины предыдущих
приближений, в частности,  при k < 0.

Из системы (25) компоненты тензора напряже"

ний выражаются через :

 (26)

(27)

а для определения компонент вектора перемеще"
ния получаются уравнения

(28)

(29)
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Уравнение (28) и соотношения (26) описыва"
ют антиплоский, а (29) и (27) — плоский погранич"
ные слои. Особый интерес представляет исходное
приближение. При s = 0 правые части уравнений
(28) и (29) обращаются в нуль.

Решение уравнения (28) при s = 0 будем искать
в виде

(30)

После подстановки выражения (30) в уравне"
ние (28), получим однородное обыкновенное диф"
ференциальное уравнение, общее решение которо"
го имеет вид

(31)

индекс a означает, что λ
a
 относится к антиплоско"

му пограничному слою.
Удовлетворив соответствующим граничным

условиям (3), (5), получим

(32)

Удовлетворив соответствующим граничным
условиям (4), (5), получим

(33)

В силу свойства пограничного слоя необхо"
димо ограничиться значениями λ

ank
 с Re λ

ank
 > 0.

Собственными функциями при условиях (3), (5)
будут

а при граничных условиях (4), (5):

После некоторых преобразований системы

(29), получим уравнение для определения :

(34)

решение которого будем искать в виде

где L — неопределенный пока множитель; k — ко"
рень характеристического уравнения

В результате решение уравнения (34) примет вид

При граничных условиях (3), (5) λ
p
 является

корнем уравнения

(35)

Суммирование в левой части равенства (35) ве"
дется по круговой перестановке индексов при уче"
те чередования знаков слагаемых.

При граничных условиях (4), (5) λ
p
 является

корнем уравнения

(36)

Каждому значению ω
*0

 будет соответствовать
счетное множество λ

a
 и λ

p
. Таким образом, каждо"

му собственному значению ω
*0

 соответствует свое
семейство пограничных функций. При этом соб"
ственные колебания одного типа порождают в по"
граничном слое колебания и другого типа.

При s > 0 компоненты вектора перемещения в
зоне пограничного слоя имеют вид:

I МЕЖДУНАРОДНАЯ НАУЧНАЯ КОНФЕРЕНЦИЯ «SMTinMB — 2013»



26

 являются частными решениями
уравнений (28), (29), которые и входят в граничные
условия (8)–(10). Это необходимо для того, чтобы
после сращивания решений внутренней задачи и по"
граничного слоя, общее решение удовлетворяло гра"
ничным условиям (3)–(5). Из полученных решений
следует, что в зоне пограничного слоя имеется доста"
точно пестрая картина колебательного процесса и
практически нет чисто сдвиговых и продольных ко"
лебаний. Тип граничных условий на лицевых повер"
хностях обуславливает не только асимптотику реше"
ния внутренней задачи, но и тип трансцендентных
уравнений для пограничных слоев, корни которых ха"
рактеризуют скорости убывания величин погранич"
ного слоя (антиплоского и плоского). Решение же
внутренней задачи влияет на значения величин (ам"
плитуд) пограничного слоя, но не на скорость убы"
вания (показатель экспоненты). В отличие от плас"
тин, в случае оболочек при s ≥ 1 через граничные
условия пограничный слой влияет на решение внут"
ренней задачи [6, 7], которое порядка O(ε). Взаимо"
влияют также антиплоский и плоский пограничные
слои. Судя по уравнениям (32), (33) и (35), (36) при
наличии вязкого сопротивления затухание погранич"
ного слоя происходит быстрее. Сопряжение решений
внутренней задачи и пограничного слоя проводится
по той же схеме, как и в работе [8].
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Ghulghazaryan L.G.
About Character of Natural Vibrations of Orthotropic Shells in the Presence of Viscous Resistance

Basing on the equations of three"dimensional problem of elasticity theory, asymptotic solutions of non"classical
boundary value problems of natural vibrations of orthotropic shells in the presence of viscous internal resistance are
obtained, when the top front surface of the shell is given with two choices of spatial boundary conditions, and a displacement
vector is given at the bottom surface. The characteristic equations for the determination of natural frequencies are derived.
Functions of boundary layer type and characteristic equations for detecting the speed of boundary layer vibrations damping
from the edge surface into the shell are obtained.
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