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ЗАРОЖДЕНИЕ ТРЕЩИНЫ В КОМПОЗИТЕ,
АРМИРОВАННОМ ОДНОНАПРАВЛЕННЫМИ ОРТОТРОПНЫМИ
ВОЛОКНАМИ ПРИ ПРОДОЛЬНОМ СДВИГЕ

Рассматривается задача механики разрушения о взаимодействии ортотропных упругих включений, по�
верхность которых равномерно покрыта однородной пленкой, и прямолинейных зон предразрушения со
связями между берегами коллинеарных осям абсцисс и ординат в изотропной плоскости. Предложена
модель зарождения трещин в композитах с периодической структурой, основанная на рассмотрении зоны
трещинообразования. Принято, что зона трещинообразования представляет собой слой конечной дли�
ны, содержащей материал с частично нарушенными связями между отдельными структурными элемен�
тами. Наличие связей между берегами зоны предразрушения (зоны ослабленных межчастичных связей
материала) моделируется приложением к поверхности зоны предразрушения сил сцепления, вызванных
присутствием связей. Анализ предельного равновесия в композите, при котором происходит появление
трещины, выполняется на основе критерия критического сдвига связей материала.
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Введение. Задача о зарождении трещины явля"
ется важной проблемой теории прочности [1–3].
Следует отметить, что в настоящее время актуаль"
ны [4–6] периодические задачи механики разруше"
ния. Постановка задачи о зарождении трещины
существенно расширяет первоначальную концеп"
цию А. Гриффитса, согласно которой в материале
всегда имеется большое количество мельчайших
трещин. Зарождение трещин под нагрузкой соот"
ветствует данным фрактографических наблюдений.

Был рассмотрен ряд работ [7–15] по модели"
рованию трещиностойкости композиционных ма"
териалов и адгезионных соединений.

Интерес к исследованию трещинообразова"
ния в композитах напрямую связан с проектиро"
ванием новых высокопрочных материалов. В свя"
зи с этим разработка математических моделей
зарождения трещин в композитах весьма актуаль"
на. Актуальность таких исследований вызвана
широким использованием в технике конструкций
и изделий из композиционных материалов. Ис"
следования по разработке математических моделей
теоретически описываемого напряженно"дефор"
мируемого состояния армированного композита
вблизи включения при сдвиге и зарождения тре"
щин практически отсутствуют.

Цель работы состоит в разработке новой ма"
тематической модели зарождения трещин сдви"
га в композите.

Постановка задачи. Пусть имеется изотропная
упругая плоскость, ослабленная периодической си"
стемой круговых отверстий, имеющих радиусы λ
(λ < 1) и центры в точках P

m
 = mω (m = 0, ±1, ±2, …),

ω = 2. То, что ω = 2, не принципиально, так как
всегда можно простым преобразованием получить
соответствующие функции для любого ω. Здесь
вместо z = x + iy используются безразмерные пере"
менные 2z / ω

0
, которые обозначаются той же бук"

вой z, ω
0
 — размерная длина, равная расстоянию

между центрами соседних включений.
Круговые отверстия плоскости заполнены

шайбами без натяга из ортотропного упругого ма"
териала, поверхность которых равномерно покры"
та однородной пленкой. Рассматриваемая плос"
кость подвергнута сдвигу усилиями , τ

x
 = 0

(сдвиг на бесконечности). По мере возрастания
внешней нагрузки  в такой среде вокруг отвер"
стий образуются зоны повышенных напряжений,
расположение которых имеет периодический ха"
рактер. В зонах повышенных напряжений могут
возникать трещины. На основании симметрии
краевых условий и геометрии области D, занятые
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средой напряжения, являются периодическими
функциями с основным периодом ω. При дефор"
мации кусочно"однородного составного тела в
случае идеального контакта смежные точки кон"
туров на границе «включение–покрытие», а так"
же «покрытие–плоскость» будут иметь одинако"
вые перемещения и напряжения.

По мере увеличения внешней нагрузки в теле
вокруг отверстий будут возникать зоны предразру"
шения. Используется модель зоны предразрушения
со связями между берегами. Зоны предразрушения
моделируются областями с ослабленными межчас"
тичными связями в материале среды. Взаимодей"
ствие берегов этих зон моделируется путем введе"
ния между берегами зоны предразрушения связей с
заданной диаграммой деформирования. Физичес"
кая природа таких связей и размеры зон предразру"
шения зависят от вида материала.

При действии внешней нагрузки на составное
тело в связях, соединяющих берега зон предраз"
рушения, возникают сдвиговые напряжения q

y
(x)

и q
x
(y) соответственно. Эти напряжения заранее

неизвестны и подлежат определению в процессе
решения краевой задачи механики разрушения.

Выражаем напряжения и смещение w  через
аналитическую функцию [16]

где µ — постоянная материала среды; .
Краевые условия поставленной задачи запи"

шем в виде

(1)

(2)

(3)

где  τ = λeiθ +mω; τ
1
 = (λ – h)eiθ + mω (m = 0, ±1,

±2, …); h — толщина покрытия; θ — полярный
угол; t и t

1
 — аффиксы точек берегов зон пред"

разрушения, направленных по осям абсцисс и
ординат, соответственно.

Величины, относящиеся к покрытию, шайбе и
плоскости, в дальнейшем обозначаются соответ"
ственно индексами t, b и s:
" f

x
(t) = –2iq

y
(t) — на берегах зон предразрушения

коллинеарных оси абсцисс;
" f

y
(t

1
) = –2iq

x
(t

1
) — на берегах зон предразрушения

коллинеарных оси ординат.
Основные соотношения рассматриваемой за"

дачи дополняются соотношениями, связывающи"
ми сдвиг берегов зон предразрушения и усилия в
связях. Без потери общности эти соотношения
представим в виде

(4)

(5)

где функции C(x, q
y
(x)) и C(y, q

x
(y)) представляют со"

бой эффективные податливости связей; (w+ – w–) —
сдвиг берегов зон предразрушения.

Решение краевой задачи. Решение краевой за"
дачи ищем в виде [16, 17]

(6)

(7)

(8)

(9)

где интегралы в (9) берутся по линиям

; L
2
 = {[–r, –b]  + [b, r]};

; g(t), g
1
(t

1
) — искомые

функции, характеризующие сдвиг берегов зон
предразрушения:

К основным представлениям (6)–(9) добавля"
ются дополнительные условия, вытекающие из
физического смысла задачи

(10)

Введем обозначения [18]

Задача об антиплоской деформации (сложный
сдвиг) анизотропного тела сводится [18] к такой
же задаче для изотропного тела, у которого попе"
речное сечение определяется путем аффинного
преобразования
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Рассмотрим случай ортотропного включения.
Направляя оси х и у нормально к плоскостям уп"
ругой симметрии, запишем уравнения обобщенно"
го закона Гука следующим образом

где µ
1
, µ

2
 — модули сдвига для плоскостей yz и xz;

µ
1
 = 1/a

44
; µ

2
 = 1/a

55
; a

45
 = 0.

Задачу о продольном сдвиге ортотропного тела
можно свести к задаче для изотропного тела не"
сколькими способами, используя замену перемен"
ных. Одна из таких замен имеет вид

Неизвестные функции g(x) и g
1
(y), и коэффи"

циенты a
2k

, b
2k

, a
2k 

 должны быть определены из кра"
евых условий (1)–(3). Для составления уравнений
относительно неизвестных коэффициентов преоб"
разуем краевое условие (2) к виду

 (11)

Относительно функций f
2
(τ) и f

3
(τ) будем

считать, что они разлагаются на контуре |τ| = λ в
ряды Фурье.

Для вывода разрешающих уравнений подста"
вим в граничные условия (1)–(2) вместо функций
f
b
(z), f

t
(z), f

1
(z) их разложения в ряды Лорана в окре"

стности нулевой точки, а вместо f
2
(z) и f

3
(z) — ряды

Фурье на контуре |τ| = λ и, приравнивая коэффи"
циенты при одинаковых степенях exp(iθ) в обеих
частях краевых условий, получим после некоторых
преобразований совокупность бесконечных систем
линейных алгебраических уравнений:

; (12)

где

Требуя теперь, чтобы функции (6)–(9) удовлет"
воряли граничному условию на берегах зон пред"
разрушения, получим систему двух сингулярных
интегральных уравнений относительно g(x) и g

1
(y):

 (13)

 (14)

Бесконечные алгебраические системы (12) со"
вместно с сингулярными интегральными уравнени"
ями (13)–(14) и соотношениями (4)–(5) являются
основными разрешающими уравнениями задачи,
позволяющими определить g(x), g

1
(y) и коэффици"

енты a
2k

, b
2k

, α
2k

. Алгебраические системы (12) и ин"
тегральные уравнения (13)–(14) оказались связан"
ными и должны решаться совместно. После
определения комплексных потенциалов f

s
(z), f

b
(z)

и f
t
(z) можно найти напряженно"деформированное

состояние кусочно"однородной среды.
Величины, характеризующие длину зон пред"

разрушения, входят в разрешающие уравнения как
неизвестные параметры, подлежащие определению.
Так как в составном теле напряжения ограничены,
то решение каждого сингулярного интегрального
уравнения (13), (14) следует искать в классе всюду
ограниченных функций (напряжений).

Воспользовавшись разложением функции

 и  в основной полосе периодов, а

также учитывая, что g(x) = –g(–x), g
1
(y) = –g

1
(–y) и

применяя замену переменных, интегральные урав"
нения (13)–(14) приведем к стандартной форме.
Использование квадратурных формул [19, 20] по"
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зволяет заменить основные разрешающие уравне"
ния (13)–(14) двумя конечными алгебраическими
уравнениями относительно приближенных значе"
ний  искомых функций в узловых точках

 (15)

(16)

где

К системам (15)–(16) необходимо добавить до"
полнительные условия (10), которые в дискретной
форме принимают вид

(17)

Системы (15)–(17) являются связанными с бес"
конечными алгебраическими системами (12), в
которых вместо коэффициентов C

2k
 подставлено

квадратурное соотношение.
В правую часть полученных систем (15)–(17)

входят неизвестные значения напряжений q
y
(η

m
),

q
x
(η

m
) в узловых точках, принадлежащих концевым

зонам соответствующих зон предразрушения. Не"
известные напряжения в связях q

y
(η

m
) и q

x
(η

m
), воз"

никающие на берегах концевых зон L
1
 и L

2
 со"

ответственно, определяются из дополнительных
условий (4)–(5). Используя построенное решение,
уравнения (4)–(5) представим в виде

(18)

(19)

Требуя выполнения условий (18) и (19) в узло"
вых точках, принадлежащих концевым зонам L

1
 и

L
2
 соответственно, получим еще две системы из M

1

и M
2
 уравнений, каждая для определения значений

q
y
(η

m1
) и q

x
(η

m2
) (m

1
 = 1, 2, …, M

1
; m

2
 = 1, 2, …, M

2
).

При этом используется метод конечных разностей.
Так как в составном кусочно"однородном теле на"
пряжения ограничены, то решение сингулярных
интегральных уравнений следовало бы искать в
классе всюду ограниченных функций (напряже"
ний). Следовательно, к полученным системам не"
обходимо добавить условия ограниченности напря"
жений на концах зон предразрушения. Записывая
эти условия, получим:

(20)

Так как размеры зон предразрушения неизвест"
ны, объединенная алгебраическая система уравне"
ний оказалась нелинейной даже при линейно"уп"

Рисунок 1 — Расчетная схема задачи механики разрушения о зарождении трещины в композите,
армированном однонаправленными ортотропными волокнами
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ругих связях. Для ее решения использовали метод
последовательных приближений. В случае нели"
нейного закона деформирования связей при опре"
делении усилий в связях, использовался также ите"
рационный алгоритм, подобный методу упругих
решений [21]. Считается, что закон деформирова"
ния межчастичных связей в зоне предразрушения
линейный при (w+ – w–) ≤ δ*. Нелинейная часть
кривой деформирования связей аппроксимиро"
валась билинейной зависимостью [13], восходя"
щий участок которой соответствовал деформи"
рованию с максимальным усилием связей. При
(w+ – w–) > δ* закон деформирования описывал"
ся нелинейной зависимостью, определяемой точ"
ками (δ*, τ*) и (δ

c
, τ

c
), причем при τ

c
 ≥ τ* имела

место возрастающая линейная зависимость (ли"
нейное упрочнение, соответствующее упругопла"
стической деформации связей).

Для определения предельного состояния, при
котором происходит рост трещин, использовали
деформационный критерий разрушения [22].

Используя полученное решение, условиями,
определяющими предельную внешнею нагрузку,
при которой в точке x = x

0
 или y = y

0
 образуется

трещина, найдены следующие:

(21)

где δ
c
 — характеристика сопротивления материала

связующего трещинообразованию.
На рисунке 2 представлены зависимости каса"

тельных напряжений  в связях вдоль зоны

предразрушения от безразмерной координаты
 для различных радиусов от"

верстий: λ = 0,2 ÷ 0,5 (кривые 1–4). Зоны предраз"
рушения находятся в связующем, поэтому взяты
размеры отверстий. Величина λ связана с радиу"
сом λ

1
 ортотропного включения λ = λ

1
 + h. Расче"

ты были проведены для стеклопластика ЭДЦ"В с
параметрами µ

b
/µ

s
 =25; µ

b
/µ

t
 =50.

На рисунке 3 приведены зависимость крити"

ческой нагрузки  от расстояния a
*
 = a – λ

при λ = 0,3.
Решение объединенной алгебраической систе"

мы позволяет определить критическое значение
внешней нагрузки, размеры зон предразрушения
и касательные напряжения в связях в состоянии
предельного равновесия, при которых в связующем
композита образуются трещины.

Заключение. Задача о зарождении трещины
продольного сдвига в композитах с периодической
структурой решена впервые.

Анализ критического равновесного состояния в
композите с периодической структурой, при котором
появляются трещины, сводится к параметрическо"
му исследованию объединенной алгебраической си"
стемы (12), (15)–(20) и критерия появления трещи"
ны (21) при различных законах деформирования
связей, упругих постоянных материалов и геометри"
ческих характеристиках композита. Непосредствен"
но из решения полученных алгебраических систем
определяются касательные напряжения в связях и
сдвиг берегов зон предразрушения. Полученные со"
отношения позволяют исследовать трещинообразо"
вание в составном теле при продольном сдвиге.

Список обозначений

P
m
 — центры круговых отверстий;

ω — период периодической системы круговых от"
верстий;
λ — радиус отверстий;
λ

1
 — радиус сечения ортотропного включения;

h — толщина покрытия;
τ

x
, τ

y
 — компоненты тензора напряжений в декар"

товой системе координат;
q

y
(x), q

x
(y) — усилия в связях между берегами зон

предразрушения;
w — компонента вектора смещений;
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Рисунок 2 — Зависимости касательных напряжений  в связях

вдоль зоны предразрушения  от безразмерной координаты
x′′′′′ для различных радиусов отверстий: λλλλλ = 0,2 ÷÷÷÷÷ 0,5 (кривые 1–4)

Рисунок 3 — Зависимость критической нагрузки 
от расстояния a

*
 = a – λ λ λ λ λ при λ λ λ λ λ = 0,3
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C(x, q
y
(x)), C(y, q

x
(y)) — эффективная податливость

связей;
δ

c
 — характеристика сопротивления материала свя"

зующего трещинообразования;
F(z) — аналитическая функция, описывающая на"
пряженное состояние тела;
µ — модуль сдвига материала;
α

2k 
— коэффициенты разложений комплексного

потенциала;
g(x) и g

1
(y) — искомые функции;

 — параметр нагружения;
a, , b, r — параметры, характеризующие длины зон
предразрушения.
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