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ТРАКТОВКА ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО СМЫСЛА
КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ И ПРОИЗВОДНОЙ ФУНКЦИИ
НА ОСНОВЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ АППАРАТА МКЭ

В настоящей статье на основе ранее сформулированной плоско�пространственной задачи метода ко�
нечных элементов развивается понятие конечных разностей для двумерной сплошной среды. В соответ�
ствии с указанным развитием формулируются операторы градиента и лапласиана скалярного поля, для
которых вырождением в случае одномерной среды выступает фундаментальная категория математи�
ческого анализа — понятие производной функции скалярного аргумента.
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Введение. Конечные разности [1] давно вошли
в математический арсенал и надежно зарекомен�
довали себя в качестве универсальных преобразо�
ваний дифференциальных и интегро�дифферен�
циальных уравнений к виду aлгебраических
уравнений, нахождение приближенного, или чис�
ленного, решения которых достигается значитель�
но проще, чем отыскание аналитического реше�
ния оригинальных уравнений.

Классические схемы конечных разностей вско�
ре нашли развитие в форме их естественного обоб�
щения на случай неравноотстоящих абсцисс, на�
званных разделенными разностями [1]. Помимо
этого, в зависимости от направления интерполя�
ции конечные разности принято подразделять на
разности «вперед», разности «назад» и центральные
разности [1]. Таким образом, вышеперечисленные
разновидности и обобщения конечных разностей
сформировали общеизвестный метод конечных раз�
ностей, которому в современной вычислительной
математике отводится значительная роль.

Между тем, как показывает современное раз�
витие метода конечных элементов [6], конечные
разности предполагают некое весьма важное для
науки геометрическое обобщение на двумерное
пространство, с которым предлагается ознако�
миться ниже.

Антиплоская деформация как аналогия уравне+
ния прогибов мембраны. Подробный анализ сфор�
мулированной в работе [6] плоско�пространствен�
ной задачи МКЭ квалифицирует ее как особую
модификацию антиплоского сдвига или антиплос�
кой деформации [4] применительно к определению
прогибов плоской сплошной среды:

(1)

где w — функция прогибов; f — объемная сила; G —
модуль сдвига.

С другой стороны, дифференциальное уравне�
ние прогибов мембраны записывается в виде [3]:

(2)

где p — давление на единицу площади мембраны,
а q — растягивающее усилие, приходящееся в каж�
дом сечении мембраны на единицу его длины.

Нетрудно заметить, что между дифференциаль�
ными уравнениями (1) и (2) устанавливается ана�
логия на основе следующих тождеств:

(3)

а

б

Рисунок 1 — Развернутая двумерная (а) и свернутая одномерная
(б) системы
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причем h — коэффициент подобия, в частности,
бесконечно малая величина толщины мембраны
(технической мембраны), удовлетворяющая нера�
венству h/a < 40 [3], где a — наибольший характер�
ный ее размер.

Переход от антиплоского сдвига к центральным
разностям. Воспользовавшись формализмом плос�
ко�пространственной задачи МКЭ [6], приступа�
ем к формированию матрицы жесткости тонкой
пластинки толщиной h, подлежащей математичес�
кому описанию на основе плоской механической
системы, изображенной на рисунке 1 а.

Матрица жесткости на сдвиг [К] oднородного
и изотропного конечного элемента 123 (см. рису�
нок 1 а) на основании формализма [6] формули�
руется следующим образом:

где V — объем призматического тела 123.
Далее, в результате нахождения коэффициен�

тов b
l
, b

m
, b

n
 и c

l
, c

m
, c

n
 по известным формулам [6],

в зависимости от координат узлов, получаем мат�
рицы жесткости составных элементов 123 и 234
(см. рисунок 1 а), которые с учетом обозначения
c = G записываются:

В итоге на основании рассчитанных выше пар�
циальных матриц жесткости образуется матрица
жесткости для ансамбля элементов [6]:

(4)

Tеперь будем неограниченно приближать узел 3
исходной, или развернутой, системы на рисунке 1 а
к узлу 2. Образуется таким образом вырожденная,
или свернутая, система (см. рисунок 1 б), состоя�
щая из трех узловых точек — 1, 2 и 4, жесткость ко�
торой будет характеризоваться матрицей:

(5)

В силу вышеуказанного нетрудно заметить,
что структура матрицы жесткости (5) соответству�
ет способу дискретизации согласно схеме цент�
ральных разностей [1]. В самом деле, формула для
центральных разностей второго порядка генери�
руется на основе инкрементально�декрементально�
го (increment — приращение, decrement — убавле�
ние) подхода [1]:

тогда как, например, формула для правых разно�
стей второго порядка образуется в силу двоякоинк�
рементальной выкладки [1]:

Для сравнения приводятся ниже матрицы жест�
кости для той же свернутой системы (см. рисунок 1 б),
только составленные на основе двоякоинкремен�
тальных правых (разности «вперед») и двоякодекре�
ментальных левых (разности «назад») разностей вто�
рого порядка:

Это обстоятельство служит наглядной геомет�
рической иллюстрацией единства и общности чис�
ленных методов математики, а также достаточным
свидетельством неодинаковой точности моделиро�
вания центральными, правыми и левыми разностя�
ми по сравнению с МКЭ.

Градиент и лапласиан скалярного поля. Пусть
имеем некоторую двумерную область Ω2, предпо�
лагаемую вначале также и плоской, разбитую на
треугольные конечные элементы lmn с площадями
∆

lmn
 (рисунок 2).
Далее подразумевается, что рассматриваемое

поле перемещений антиплоской деформации [4, 6]
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при равенстве нулю тензора малого жесткого по�
ворота  удовлетворяет условию чистой дефор�
мации [3], т. е.

при котором выражение udx + vdy + wdz является
полным дифференциалом некоторой скалярной
функции Ψ = Ψ(x, y, z), именуемой скалярным по�
тенциалом перемещения [3].

Тогда градиентом скалярного поля перемещений
w(x, y), или, вообще говоря, градиентoм скалярного
поля Λ = Λ(x, y) будет являться следующий предел:

(6)

где  и  — орты координатных осей x и y; ∆
lmn

 —
площадь конечного элемента lmn, a также с учетом
принятых в формализме [6] обозначений

(7)

причем коэффициенты b
m
, c

m
 и b

n
, c

n
 определяются

из выражений (7) на основании координат узлов
x

l
, x

m
, x

n
 и y

l
, y

m
, y

n
 путем круговой перестановки

индексов l, m и n.
Аналогично формулируется лапласиан скаляр�

ного поля перемещений w(x, y), или, вообще говоря,
лапласиан скалярного поля Λ = Λ(x, y):

(8)

Градиент и лапласиан для двумерного поверх�

ностного скалярного поля  формулируют�
ся в криволинейных координатах ξ и η следующим
образом (рисунок 3):

(9)

где  и  — тангенциаль и бинормаль (орты) в точ�

ке ∆
lmn

 → 0 поверхности ;

(10)

Градиент и лапласиан для двумерного поверх�

ностного скалярного поля  могут, как из�
вестно [5], быть переформулированы в виде од�
ноименных дифференциальных операторов
применительно к трехмерному скалярному полю
Λ = Λ(x, y, z) для области Ω3 (см. рисунок 3):

(11)

(12)

Выясняется, что, с одной стороны, понятия
градиента и лапласиана для двумерных скалярных
полей (6)–(12) выступают естественным обобще�
нием понятия производной функции скалярного ар�
гумента Λ = Λ(x) [5]:

(13)

С другой стороны, новая формулировка векто�
ра градиента, выражающаяся равенствами (6) и (11),
полностью опредмечивает классическое определе�
ние градиента как вектора, обладающего наиболь�
шим по модулю значением производной функции
по направлению [5] (см. рисунок 3):

(14)

Рисунок 2 — Схема области плоского скалярного поля Рисунок 3 — Схема области поверхностного скалярного поля
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причем  и  — орты, направленные вдоль векто�

ров  и .
Заключение. В изложенном материале предла�

гается новое развитие понятия конечных разно�
стей и новое обобщение понятия производной
функции скалярного аргумента как предельной
формы центральных разностей в виде традиционных
дифференциальных операторов, а именно в терми�
нах градиента и лапласиана. Рассмотрены случаи плос�
кого и поверхностного скалярных полей, подлежащих
формальному описанию в прямоугольной декартовой
и в криволинейной декартовых системах координат.

Автор выражает глубокую признательность ре�
цензенту статьи доктору технических наук
Шимановскому А.О. за помощь в подготовке статьи
к публикации.
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AN INTERPRETATION OF THE GEOMETRIC MEANING OF THE FINITE
DIFFERENCE AND THE FUNCTION DERIVATIVE THROUGH THE USE
OF THE FINITE ELEMENT METHOD TOOLS

In the present article on the basis of earlier formulated plan�spatial problem of the finite elements method the
concept of finite differences for the two�dimensional continuous environment is developed. According to the indicated
development, are formulated the operators of the gradient and Laplacian of the scalar field for whom in the case of
the one�dimensional environment is as degeneration the fundamental concept of mathematical analysis — the
derivative of function of scalar argument.

Keywords: finite and central differences, displacements scalar potential, scalar field, differential operators, gradient,
divergence, Laplacian, function derivative
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