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ПОВТОРНОЕ ДЕФОРМИРОВАНИЕ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО 
ТРЕХСЛОЙНОГО СТЕРЖНЯ ЛОКАЛЬНОЙ НАГРУЗКОЙ 

В рамках теории малых упругопластических деформаций рассмотрен один класс простых переменных ло­
кальных нагружений трехслойных стержней прямоугольного поперечного сечения с упругопластически­
ми несущими слоями и физически нелинейно­упругим заполнителем, для которого указана возможность 
построения решения краевой задачи при повторном нагружении, если известно решение при нагружении 
из естественного состояния (гипотеза Москвитина). Приведена постановка и методика решения крае­
вой задачи о деформировании трехслойного несимметричного по толщине стержня при повторном воз­
действии локальной прямоугольной нагрузкой. Для описания кинематики несимметричного по толщине 
пакета стержня приняты гипотезы ломаной нормали: в тонких несущих слоях справедливы гипотезы 
Бернулли, в жестком несжимаемом по толщине сравнительно толстом заполнителе нормаль остается 
прямолинейной, не изменяет своей длины, но поворачивается на некоторый дополнительный угол. Урав­
нения равновесия выведены с помощью вариационного метода Лагранжа, учтена работа заполнителя 
в тангенциальном направлении. Аналитические решения задач теории малых упругопластических дефор­
маций при прямом и обратном нагружениях получены методом упругих решений Ильюшина. Проведен 
численный анализ решений. 

Ключевые слова: циклическое локальное нагружение, пластичность, трехслойный стержень 

Введение. В авиастроении, ракетостроении, щие для образования монолитной конструкции, 
транспортном и атомном машиностроении, в до­ обеспечивают перераспределение усилий между 
быче и транспортировке энергоносителей, а так­ несущими слоями, а также предназначены для 
же в других областях техники широкое примене­ защиты от тепловых химических, радиационных 
ние находят трехслойные элементы конструкций. и других нежелательных воздействий. Такое со­
Они состоят из двух несущих слоев и заполнителя, четание слоев позволяет обеспечивать надежную 
обеспечивающего их совместную работу. Несущие работу конструкции в неблагоприятных условиях 
слои из материалов высокой прочности и жесткос­ окружающей среды, создавать конструкции, соче­
ти предназначены для восприятия основной части тающие высокую прочность и жесткость с относи­
механической нагрузки. Связующие слои, служа­ тельно малой массой. 
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На сегодняшний день создание общей теории 
квазистатического деформирования трехслойных 
элементов конструкций еще не завершено и ин­
тенсивно продолжается. В первую очередь это свя­
зано с необходимостью расчетов при физически 
нелинейном поведении материалов слоев в слож­
ных условиях эксплуатации, в том числе при пере­
менных нагрузках. 

В монографиях [1–3] рассматриваются различ­
ные математические модели многослойных, как 
правило, упругих элементов конструкций, приведе­
ны постановки краевых задач, изложены методы их 
расчета. Работа [4] содержит постановки краевых за­
дач для физически нелинейных, в том числе упруго­
пластических, однородных элементов конструкций. 
Статья [5] посвящена исследованию квазистатиче­
ского деформирования упругих геометрически не­
линейных многослойных стержней. В статьях [6, 7] 
исследовано деформирование сэндвич­балок и пла­
стин с помощью метода усреднения упругих свойств 
материалов слоев. Анализ ползучести армирован­
ных балок­стенок из нелинейно­наследственных 
материалов и слоистых вязкоупругопластических 
систем рассмотрен в работе [8, 9]. Решение крае­
вых задач о деформировании трехслойных упруго­
пластических стержней и пластин в температурном 
поле при однократных непрерывных нагрузках про­
ведено в [10–12]. Динамическое поведение слоис­
тых элементов конструкций при непрерывных и ло­
кальных нагрузках рассмотрено в работах [13–17]. 
Исследованию напряженно­деформированного со­
стояния двухслойных металлополимерных пластин 
при циклических нагружениях посвящена работа 
[18]. Следует отметить, что деформирование упру­
гопластических трехслойных элементов конструк­
ций при локальных переменных нагрузках ранее не 
проводилось. 

Здесь, в рамках теории малых упругопластиче­
ских деформаций [19, 20], построено решение крае­
вой задачи оповторном знакопеременном локальном 
нагружении трехслойного стержня прямоугольного 
поперечного сечения с упругопластическими несу­
щими слоями и физически нелинейно­упругим за­
полнителем. Численные результаты получены для 
металлополимерного стержня, находящегося под 
действием локальной прямоугольной (равномерно 
распределенной внутри интервала) нагрузки. 

Нагружение из естественного состояния. Под 
циклическим (или переменным) деформирова­
нием упругопластических тел будем понимать 
такие изменения во времени внешних нагрузок, 
при которых во всем теле происходит чередова­
ние нагружения и разгрузки. Термин «нагружение 
тела из естественного состояния», подразумевает, 
что в теле до приложения нагрузки отсутствуют 
предварительные напряжения и деформации. При 
циклическом деформировании упругопластичес­
ких тел характерной особенностью является влия­
ние предыстории на состояние в данный момент 

Рисунок 1 — Схема нагружения трехслойного стержня 

времени. В связи с этим возникают проблемы при 
исследовании многообразия проявления их де­
формационных свойств и создания методов рас­
чета напряженно­деформированного состояния. 

Рассматривается деформирование несиммет­
ричного по толщине трехслойного стержня, несу­
щие слои которого выполнены из упругопласти­
ческого материала, а несжимаемый по толщине 
заполнитель — нелинейно­упругий. Система ко­
ординат x, y, z связывается со срединной плоско­
стью заполнителя (рисунок 1). Принимается, что 
для тонких несущих слоев 1, 2 справедливы гипо­
тезы Бернулли, в жестком несжимаемом по тол­
щине сравнительно толстом заполнителе 3 нор­
маль остается прямолинейной, не изменяет своей 
длины, но поворачивается на некоторый допол­
нительный угол y′(x). 

На внешний слой стержня действует поверх­
ностные силовые нагрузки q′(x) и p′(x), при этом 
соответствующие траектории нагружения от­
носятся к классу простых [19], через w′(x) и u′(x) 
обозначены прогиб и продольное перемещение 
срединной плоскости заполнителя (штрих вверху 
здесь и в дальнейшем соответствует нагружению 
из естественного состояния). На торцах предпо­
лагается наличие жестких диафрагм, препятству­
ющих относительному сдвигу слоев, на границах 
слоев — склейки. С помощью введенных гипотез, 
продольные перемещения в слоях u′(k) выражаются 
через три искомые функции u′(x), y′(x) и w′(x): 

(1)


где z — координата рассматриваемого волокна; 
запятая в нижнем индексе обозначает операцию 
дифференцирования по следующей за ней коор­
динате; h

1
, h

2
, h

3
= 2c — толщины слоев; верхний 

индекс k — номер слоя. 
Деформации в стержне следуют из перемеще­

ний (1) и соотношений Коши [4]. Введем обоб­
щенные внутренние усилия в стержне: 

72 



МЕХАНИКА ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА

где  — компоненты тензора напряжений в k­м 
слое на первом полуцикле нагружения. 

В несущих слоях используются физические 
соотношения теории малых упругопластических 
деформаций Ильюшина [19]: 

(3) 

Здесь  — девиаторы напряжений и де­
формаций;  — шаровые части тензоров на­
пряжений и деформаций; G

k
, K

k
 — модули сдвига 

и объемного деформирования материалов слоев; 

где  — функция пластичности Ильюшина ма­
териалов несущих слоев при нагружении из есте­
ственного состояния, например, для металлов ее 
можно принять в виде: 

(4) 

где — интенсивность деформаций;  — де­
формационный предел текучести материала; A

0
, 

a
0 

— экспериментальные константы материала, 
значения которых для некоторых материалов при­
ведены в [4, с. 303, с. 306, с. 313]. 

Для физически нелинейного заполнителя вво­
дятся подобные уравнения состояния: 

(5) 

где  — универсальная функция физичес­
кой нелинейности заполнителя типа (4). 

Компоненты тензора напряжений в слоях, ис­
пользуя (3), (5), представим через девиатор и ша­
ровую часть тензора деформаций: 

(6) 

Выделим в компонентах тензора напряже­
ний (6) упругие (индекс «е») и неупругие (ин­
декс «ω») слагаемые: 

(7) 

где 

Проведя подобную операцию с внутренними 
усилиями (2), получим: 

(8) 

Упругие (индекс «е») и неупругие (индекс «ω») 
составляющие в (8) вычисляются по формулам: 

(9) 

Система дифференциальных уравнений рав­
новесия стержня для определения искомых пере­
мещений получена в [12] с помощью метода Ла­
гранжа. В нашем случае она будет 

(10) 

Здесь коэффициенты 

величины  учитывают физическую не­
линейность материалов слоев и вычисляются по 
формулам, следующим из (7) и (9): 

(11) 

Система дифференциальных уравнений (10) 
существенно нелинейная. Поэтому рассмотрим 
возможность применения метода «упругих» реше­
ний Ильюшина к решению данной задачи. Пред­
положим, что в (10), (11) содержится малый пара­
метр, например, все ω

k
 < 1. Тогда применим метод 

итераций, основанный на методе упругих реше­
ний, при котором для любого n­го приближения 
система уравнений (10) преобразуется к виду: 

(12) 

Величины , соответствующие 
неупругим составляющим, на первом шаге (n = 1) 
принимаются равными нулю, а в дальнейшем вы­
числяются по результатам предыдущего приближе­
ния и носят название дополнительных «внешних» 
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нагрузок. Они служат поправками на пластичность Здесь введена функция 
и физическую нелинейность материалов слоев: 

коэффициенты и линейные операторы 

(13) 

Применение метода упругих решений позволя­
ет на каждом шаге приближения рассматриваемую 
задачу сводить к линейной задаче теории упруго­
сти с дополнительными «внешними» нагрузками. 

Рассмотрим изгиб трехслойного упругопласти­
ческого стержня локальной поперечной прямо­
угольной поверхностной нагрузкой (см. рисунок 1): 

(14) 

где H
0
(x) — функция Хевисайда. 

Решение системы уравнений (12) при нагруз­
ке (14) можно выписать, базируясь на известном 
решении задачи теории упругости [12]. В нашем 
случае оно имеет следующий рекуррентный вид: 

(15) 

Константы интегрирования  на 
каждом шаге приближения следуют из условий 
закрепления стержня. При жестком защемлении 
левого конца стержня и свободном правом торце 
должны выполняться условия: 

(16) 

Удовлетворяя решением (15) граничные усло­
вия (16) получим: 

(17) 
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Все интегралы, встречающиеся в решении 
(15), (17) и далее являются определенными с пере­
менным верхним пределом, т. е. 

На первом шаге приближения (n = 1) из соот­
ношений (15) следует решение линейной задачи 
теории упругости. 

Повторное знакопеременное нагружение. Пусть, 
начиная с момента t = t

1
, осуществляется упру­

гая разгрузка (в рамках гипотез Москвитина [20]) 
и повторное квазистатическое нагружение усили­
ями обратного знака, изменяющимися по тому же 
закону, что и при нагружении из естественного со­
стояния (14): 

(18) 

Усилия (18) создадут в k­м слое стержня поле 
перемещений u′′, y′′, w′′, деформации , e′′(k), 
y′′ и напряжения , . Сложность 
нахождения параметров соответствующего напря­
женно­деформированного состояния заключает­
ся в зависимости искомого решения от точки раз­
грузки , т. к. в каждой точке несущих слоев 
стержня, которая деформировалась пластически, 
изменяется предел текучести по деформациям. 
Это вызывает изменение физических уравнений 
состояния (3). В нелинейно упругом заполнителе 
уравнения состояния (5) остаются прежними, т. к. 
там пластических деформаций не возникает. В ре­
зультате в каждой точке необходимо ставить свою 
краевую задачу и получать свое решение. Рассмо­
трим одну возможность избегания этих трудностей. 

Введем разности для всех величин напря­
женно­деформированного состояния и нагрузки, 
в которых величины с одним штрихом — напря­
жения, деформации, внешние нагрузки и переме­
щения в стержне перед разгрузкой, двумя штриха­
ми помечены аналогичные параметры в процессе 
второго полуцикла: 

(19) 

В силу линейности связи деформаций с переме­
щениями в слоях стержня подобные соотношения 
будут справедливы и для величин со звездочками. 

Для напряжений и деформаций в (19), отме­
ченных звездочками, для несущих слоев примем 
физические уравнения состояния типа (3), (5): 

(20) 

Соответствующие универсальные функции 
пластичности f (k)* в (20) для материалов несущих 
слоев согласно гипотезе Москвитина [18, 20] по­
лагаем выраженными через функции пластично­
сти при нагружении из естественного состояния: 

(21) 

здесь — экспериментальные параметры мате­
риала, входящие в аппроксимационную формулу 
функции нелинейности, например, для сплава 
Д16Т по аналогии с (4) принимаем: 

где , = 2,02 
[4, с. 302], причем случай > 2 соответствует 
циклически упрочняющемуся материалу, < 2 – 
разупрочняющемуся, = 2 – для циклически 
идеального материала (нижний индекс «2» обо­
значает второй полуцикл). 

Введем для величин со звездочками величины 
внутренних усилий, и представим их в виде сум­
мы упругих и неупругих составляющих. Для этого 
в формулах (2), (6)–(9) нужно формально штрих 
вверху заменить звездочкой. В результате, с помо­
щью вариационного принципа, придем к системе 
уравнений равновесия относительно перемеще­
ний со звездочками типа (10), которая в рекур­
рентном виде будет 

(22)


Величины служат поправка­
ми на пластичность и физическую нелинейность 
материалов слоев. Они на первом шаге (n =  1)  
принимаются равными нулю, а в дальнейшем вы­
числяются по результатам предыдущего прибли­
жения по формулам типа (13) с учетом соотноше­
ний (21). 

В силу линейности соотношений (19) реше­
ния системы (22) должны удовлетворять гранич­
ным условиям типа (16). Поэтому, при построении 
аналитического итерационного решения краевой 
задачи воспользуемся решением (15). В результа­
те, для перемещений со звездочками будут спра­
ведливы итерационные выражения: 

75 



ISSN 1995-0470. МЕХАНИКА МАШИН, МЕХАНИЗМОВ И МАТЕРИАЛОВ. 2016. № 3 (36)

(23)


где


Подставляя решение (23) в граничные условия 
типа (16), получим для констант интегрирования 

выражения, совпадающие с (17), если 
в последних штрих заменить звездочкой. Следова­
тельно, формулы (23) дают в итерациях аналити­
ческое решение краевой задачи в перемещениях 
для величин со звездочками при повторном ло­
кальном знакопеременном нагружении консоль­
ного трехслойного стержня. 

После этого параметры напряженно­дефор­
мированного состояния на втором полуцикле на­
гружения получим из соотношений (19): 

(24)


где величины с одним штрихом — напряжения, де­
формации и перемещения в трехслойном стержне 
перед разгрузкой. 

а б 
Рисунок 2 — Зависимость прогиба (а) и сдвига (б) трехслойного 

стержня при различных нагрузках 

Численные результаты. При численной реали­
зации решения принимались относительные тол­
щины слоев h

1 
= 0,02, h

2 
= 0,04, c = 0,09. Нагрузка 

с интенсивностью q
0 

= –3,5 МПа (p
0 

= 0) равно­
мерно распределена на отрезке [0, b]. Материалы 
слоев: сплав Д16Т–фторопласт­4–Д16Т, механи­
ческие параметры материалов взяты в [4, с. 302, 
с. 312–313]. 

Сходимость метода упругих решений доказана 
при весьма общих предположениях [4]. В нашем 
случае численный счет подтвердил практическую 
сходимость метода итераций. За искомое решение 
принято 8­е приближение, которое отличается от 
предыдущего менее чем на 1 %. Далее: кривые без 
штриха — упругий стержень, один штрих – упру­
гопластическое деформирование, два штриха — 
переменное нагружение. 

На рисунке 2 а, б показано изменение проги­
ба и сдвига в заполнителе вдоль оси стержня еди­
ничной длины в зависимости от длины участка, на 
котором действует распределенная нагрузка (без 
штриха — упругий стержень, один штрих — упру­
гопластический, два штриха — переменное нагру­
жение): 1 — b = 0,75; 2 — b = 1. 

Экстремумы перемещений при повторном 
нагружении в случае меньшей площади нагрузки 
уменьшаются в меньшей степени, чем с нагруз­
кой по всей поверхности стержня. Это объясняет­
ся меньшей областью пластических деформаций 
и, вследствие этого, уменьшением циклического 
упрочнения материала несущих слоев. 

Распределение нормальных напряжений s 
по сечению в заделке (x = 0) консольного стержня 
иллюстрирует рисунок 3 (без штриха — упругий 
стержень, один штрих — упругопластический, два 
штриха — переменное нагружение): 1 – b = 0,75; 
2 – b = 1. Здесь напряжения в несущих слоях от­
личаются на 5–6 %, что объясняется их различной 
толщиной. Учет физической нелинейности при­
водит к увеличению максимальных напряжений 
во внешних слоях на 5 %, в заполнителе — на 14 %. 

Выводы. Предложенная методика позволет ис­
следовать напряженно­деформированное состо­
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Рисунок 3 — Изменение напряжений по толщине трехслойного 
стержня при различных нагрузках 

яние трехслойного упругопластического стержня 
при повторных и циклических локальных пря­
моугольных нагрузках. При этом решение новой 
краевой задачи строится по известному решению 
соответствующей задачи о нагружении из естест­
венного состояния. 

Работа выполнена в рамках ГПНИ «Конвергенция». 

Список обозначений 

q′(x), p′(x) — внешняя распределенная нагрузка;

q

0
, p

0 
— интенсивности распределенной нагрузки;


w′(x) — прогиб стержня;

y′(x) — относительный сдвиг в заполнителе;

u′(x) — продольное перемещение срединной пло

скости заполнителя;

G

k
, K

k 
— модули сдвига и объемной деформации;


h
k 

— толщины слоев;

f ′(k) — функция пластичности Ильюшина при на

гружении из естественного состояния;

f ′(3) — универсальная функция, описывающая фи

зическую нелинейность заполнителя;


 — интенсивность деформаций; 
— деформационный предел текучести мате­

риала; 
— предел физической нелинейности материа­

ла заполнителя;
 — девиаторы напряжений и деформаций; 

— шаровые тензоры напряжений и де­
формаций;

 — функция нелинейности (пластичности); 
H

0
(x) — функция Хевисайда. 
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THE SECOND DEFORMATION OF THE THREE-LAYER ELASTOPLASTIC 
ROD BY LOCAL LOAD 

Within the framework of the theory of small elastoplastic deformations one class of simple variables local loading 
of sandwich bars of rectangular transverse­cross section with elastoplastic bearing layers and physically nonlinear 
elastic fillers, for which the possibility of constructing a solution of the boundary value problem under repeated 
loading is indicated, if the solution during loading from the natural state is known (hypothesis of Moskvitin). The 
paper shows the formulation and methodology of solving boundary value problem of the deformation of the three­
layer asymmetric thickness of the rod by repeated exposure to the local rectangular load. To describe the kinematics 
of asymmetrical thickness rod package were adopted by the broken normal hypothesis: in thin layers bearing valid 
hypo­theses Bernoulli, in a hard incompressible thickness relatively thick filler normal is straight. It does not change 
its length, but some extra turns at an angle. The equilibrium equations are derived using the Variational method of 
Lagrange the work of the filler in the tangential direction is taken into account. Analytic solutions of problems of 
the theory of small elastic deformations during the forward and backward on­laden are obtained by the method of 
elastic solutions Ilyushin. The numerical analysis of the solutions is given. 

Keywords: second local loading, plasticity, three­layer beam 
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