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Введение. Известно, что при изгибе тонкостен
ных конструкций типа балок, пластин и оболочек 
рациональными являются трехслойные структуры 
с внешними несущими слоями, поэтому изучению 
проблемы деформирования таких изделий посвя
щено большое количество исследований [1–13]; 
обзор публикаций по сэндвичконструкциям при
веден в [3]. В подавляющем большинстве работ по 
этой тематике рассматривается линейноупругое 
или линейновязкоупругое поведение материалов 
слоев [1–3, 7–9]. Публикации, посвященные не
упругому деформированию таких конструкций, 
пока малочисленны [4–6, 10–13], причем в них, 
как правило, материалы несущих слоев предпола
гаются однородными и изотропными.

Современные же технологии позволяют соз
давать армированные волокнами несущие слои 
сэндвичконструкций. В силу высоких жесткост
ных характеристик армированных несущих сло
ев трехслойная конструкция с заполнителем при 
неупругом изгибе может начать вести себя не так, 
как это традиционно принято считать на основе 
линейноупругих решений. Упругопластическое 
поведение сэндвичпанелей с армированными 

несущими слоями до настоящего времени не изу
чалось. Исследованию этой проблемы в рамках 
деформационной теории пластичности посвяще
на данная работа.

Постановка задачи и метод решения. Рассмо
трим сэндвичпластину, состоящую из заполни
теля толщиной 2h и несущих слоев толщиной 
h(–) и h(+). Индексы (–) и (+) здесь и далее озна
чают, что данная величина относится к нижнему 
или верхнему несущему слою соответственно. 
Несущие слои считаются тонкими (h(±) << h). 
С трехслойной пластиной связана прямоугольная 
декартова система координат так, что ось Ox3 на
правлена в поперечном направлении, а отсчетная 
плоскость Ox1x2 совпадает со срединной плоско
стью заполнителя (рисунок 1).

Заполнитель может представлять собой ре
бристую конструкцию периодической структуры, 
в частности сотовую (рисунок 2), или армиро
ванный материал с регулярной в плоскости Ox1x2 
объем ной решеткой. В последнем случае элемен
тами решетки являются цилиндрические оболо
чечные элементы толщиной di (здесь i — номер 
армирующего элемента решетки; на рисунке 2 

УДК 539.4

А.П. ЯНКОВСКИЙ, др физ.мат. наук
ведущий научный сотрудник лаборатории «Физики быстропротекающих процессов»
Email: yankovsky_ap@rambler.ru
Институт теоретической и прикладной механики им. С.А. Христиановича СО РАН, г. Новосибирск, Россия

Поступила в редакцию 19.10.2017.

МОДЕЛИРОВАНИЕ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО ИЗГИБА СЭНДВИЧ-
ПАНЕЛЕЙ С ТОНКИМИ АРМИРОВАННЫМИ НЕСУЩИМИ СЛОЯМИ

В рамках теории пластичности деформационного типа в геометрически линейной постановке сформули-
рована задача неупругого изгиба сэндвич-панелей с тонкими армированными несущими слоями. Ослаблен-
ное сопротивление заполнителя поперечным сдвигам учитывается на основе кинематической гипотезы 
прямолинейной нормали при ее независимой ротации. Линеаризация поставленной задачи проводится 
методом переменных параметров упругости. В случае цилиндрического изгиба исследовано упругопла-
стическое поведение прямоугольных удлиненных трехслойных композитных пластин со слабым сотовым 
заполнителем. Проведен анализ зависимости податливости в поперечном направлении таких конструк-
ций от параметров армирования несущих слоев. Обнаружено, что в зависимости от ориентации ячеек 
сотового заполнителя относительно нормали к опертой кромке сэндвич-панели могут реализоваться 
два разных «механизма» ее деформирования: «классический», когда доминирует изгибное состояние, 
и «неклассический», когда доминирующее влияние на прогиб оказывает поперечный сдвиг заполнителя. 
В последнем случае в окрестности опорных кромок возникают краевые эффекты, которые характери-
зуют «срез» трехслойной конструкции в поперечном направлении. Выявлено, что при реализации неклас-
сического механизма деформирования изменение прогиба сэндвич-панели в меньшей степени зависит от 
варьирования параметров армирования (углов и плотностей) несущих слоев, чем при реализации класси-
ческого механизма деформирования такой конструкции. Обнаружено, что минимум податливости сэн-
двич-панели достигается при такой ориентации ячеек сотового заполнителя, когда реализуется клас-
сический механизм ее деформирования.

Ключевые слова: сэндвич-панель, армированные несущие слои, упругопластическое деформирование, 
ослабленное сопротивление поперечному сдвигу, влияние структуры армирования, сотовый заполнитель



73

МЕХАНИКА ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА

i = 1, 2), образующие которых параллельны оси 
Ox3. Заполнитель является композиционным ма
териалом в том случае, когда пустоты между ар
мирующими элементами (которые на рисунке 2 
обозначены как 1 и 2) заполнены некоторым ма
териалом, например пенопластмассой [4]. С про
стейшей ячейкой периодичности заполнителя, 
имеющей размеры a × b × 2h, связана локальная 
декартова прямоугольная система координат 

, причем оси Ox3 и  по направлению 

совпадают. В общем случае репрезентативная 
ячейка заполнителя может быть повернута отно
сительно глобальной системы координат Ox1x2x3 
вокруг оси .

Несущие слои перекрестно армированы в сво
ей плоскости K (±) семействами волокон. Структу
ра армирования несущих слоев характеризуется 
плотностями wk

(±) и углами y(±)
k (отсчитываемыми 

от направления Ox1) армирования (1 ≤ k ≤ K (±)) 
и является квазиоднородной по толщине. В силу 
предположения о тонкости несущих слоев в них 
не учитываются изгибные составляющие напря
женного состояния.

Прогибы и деформации считаются малыми, 
т. е. задача исследуется в геометрически линейной 
постановке.

Ослабленное сопротивление заполнителя по
перечным сдвигам учитывается на основе кинема
тической гипотезы прямолинейной нормали [2], 
поэтому перемещения точек заполнителя в тан
генциальном направлении задаются так (задача 
рассматривается в квазистатической постановке):

где ui
(±) — перемещения точек несущих слоев 

(x3 = ±h) в направлении xi (i = 1, 2); G — область, 
занимаемая пластиной в плане.

На основе традиционной для тонкостенных 
элементов конструкций гипотезы u3(r) = w(x) [2] 
и дифференциальных соотношений Коши [14] 
с учетом (1) получаем следующие выражения для 
деформаций в слоях сэндвичпанели:

где w — прогиб; индекс после запятой означа
ет частное дифференцирование по координате 
xi (i = 1, 2).

Материалы компонентов композиции каждо
го слоя сэндвичпластины являются однородны
ми и изотропными, а их механическое поведение 
описывается определяющими уравнениями тео
рии пластичности деформационного типа, причем 
допускается разносопротивляемость материалов 
растяжению и сжатию. Предполагается, что опре
деляющие уравнения удовлетворяют достаточным 
условиям сходимости метода последовательных 
приближений (см. с. 199 в [15]), аналогичного ме
тоду переменных параметров упругости [14]. Со
гласно этому, определяющие уравнения для фа
зовых материалов линеаризуются и на их основе 
можно получить линеаризованные определяющие 
уравнения для композиции каждого слоя сэн
двичпластины, которые в тензорной форме запи
шутся так [16, 17]:

(1)

(2)

а

б

Рисунок 1 — Сендвич-панель (вид сбоку): а — шарнирно 
опертая; б — консольная

Рисунок 2 — Ячейка периодичности сотового заполнителя



74

ISSN 1995-0470. МЕХАНИКА МАШИН, МЕХАНИЗМОВ И МАТЕРИАЛОВ. 2018. № 1 (42)

где sij — осредненные напряжения в композиции 
заполнителя; sij

(±) — то же в композициях несу
щих слоев; cijml, ci3m3 — эффективные жесткости 
композиции заполнителя на текущей итерации 
метода последовательных приближений, кото
рые определяются механическими характери
стиками материалов компонентов композиции 
репрезентативной ячейки заполнителя, ее раз
мерами и геометрией ребристых армирующих 
элементов (см. рисунок 2) и вычисляются по 
структурным соотношениям, полученным в [17]; 
c(±)

ijml — то же для несущих слоев и определяются 
механическими характеристиками материалов 
фаз композиции и параметрами армирования 
wk

(±), yk
(±) (1 ≤ k ≤ K(±)) и вычисляются по структур

ным формулам из [16].
Равенства (3) записаны с учетом традицион

ной для тонкостенных элементов конструкций 
статической гипотезы , на основании 
которой из рассмотрения исключены деформации 
e33, e33

(±). В соотношениях (3) и далее по повторяю
щимся индексам производится суммирование от 1 
до 2. Эффективные жесткости в (3) предполага
ются известными из решения рассматриваемой 
задачи на предыдущей итерации метода последо
вательных приближений.

Используя соотношения (2) и (3), на текущей 
итерации можно определить силовые факторы, 
действующие в сэндвичпанели:

где

Fij, Fi3 — мембранные и поперечные силы; Mij — 
изгибающие и крутящие моменты. Равенства (4) 
и (5) получены в предположении о тонкости не
сущих слоев.

(3)

(4)

(5)

Силовые факторы (4) удовлетворяют уравне
ниям равновесия [14, 15]:

где Xi — приведенная распределенная внешняя 
нагрузка, действующая в направлении xi , 
которая порождена объемной нагрузкой и поверх
ностными нагрузками, приложенными к лицевым 
поверхностям сэндвичпанели (на рисунке 1 изо
бражен случай X1 = X2 = 0, X3 = –q = const); ml — 
приведенные распределенные внешние моменты, 
порожденные теми же нагрузками.

После подстановки соотношений (4) в (6) полу
чаем уравнения равновесия в разрешающем виде:

Для однозначного интегрирования системы (7) 
на одной части кромки сэндвичпанели (обозна
чим ее Гp) должны быть заданы статические гра
ничные условия:

а на другой части (обозначим ее Гu) — кинемати
ческие (см. (1)):

где Pl, P3 — заданные на контуре Гp мембранные 
и перерезывающие силы; Ml — заданные на Гр мо
менты; ul0

(±) — заданные на контуре Гu перемещения 
точек несущих слоев в тангенциальных направ
лениях xl (l = 1, 2); w0 — заданный на Гu прогиб; 

 — контур, ограничивающий область G; 
a — угол внешней нормали к контуру Г.

Подставив соотношения (4) в (8), получим ста
тические граничные условия в разрешающем виде:

Возможно задание смешанных из (9) и (10) 
граничных условий, например в случае шарнир
ного опирания кромки трехслойной пластины [2].

Таким образом, на каждой итерации мето
да последовательных приближений требуется 
проинтегрировать систему дифференциальных 
уравнений (7), которая имеет десятый порядок, 
поэтому в каждой точке контура Г должны быть 
заданы пять граничных условий (9) или (10), или 
пять смешанных из (9) и (10) условий. Так как си
стема разрешающих уравнений (7) и соответству
ющие ей граничные условия (9) и (10) на каждой 
итерации формально совпадают с уравнениями 

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
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и граничными условиями изгиба упругих неодно
родных пластин в рамках теории Рейсснера [18], 
то для интегрирования поставленной задачи мо
гут быть использованы численные методы, раз
работанные на основе соотношений этой теории 
(в частности, МКЭ [18, 19]).

Модельная задача. Для демонстрации осо
бенностей упругопластического деформирования 
сэндвичпанели с армированными несущими 
слоями достаточно исследовать простые случаи 
ее цилиндрического изгиба. Поэтому рассмотрим 
прямоугольную удлиненную сэндвичпанель, со
риентированную вдоль оси Ox2 и имеющую ши
рину L. Трехслойная пластина либо шарнирно 
оперта вдоль удлиненных кромок x1 = 0, L (см. ри
сунок 1 а), либо жестко закреплена на продольной 
кромке x1 = 0 и свободна от нагружения на дру
гой продольной кромке x

1
 = L (см. рисунок 1 б). 

Сэнд вичпанель нагружена равномерным давле
нием со стороны верхней лицевой поверхности 
(X3 = –q = const, Xi ≡ 0, mi ≡ 0, i = 1, 2). Структуры 
армирования несущих слоев в продольном на
правлении Ox2 не изменяются, поэтому решение 
данной задачи приближенно соответствует случаю 
цилиндрического изгиба, т. е. не зависит от коор
динаты x2.

Для случаев, изображенных на рисунок 1, тре
буемые в процессе решения внутренние силовые 
факторы имеют выражения (см. (6) и (8)): при 
шарнирном опирании (см. рисунок 1 а)

в случае консольной трехслойной пластины (см. 
рисунок 1 б)

Рассматривается случай легкого заполни
теля, поэтому в (3) можно принять cijml(r) ≈ 0 
(i, j, m, l = 1, 2). Кроме того, предполагается, что 
ячейка периодичности заполнителя сориенти
рована так, что локальная ось (см. рисунок 2) 
совпадает с осью Ox1 или с осью Ox2 глобальной 
системы координат (см. рисунок 1, где ось Ox2 
перпендикулярна плоскости рисунка). При этом 
из соотношений (4) с учетом (2), (3) и (5) получаем

где функция F
13

 известна из (11) или (12) и учтено, 
что деформация e13 не зависит от координаты x3 

(см. (2)).
Для простоты предполагаем: толщины несу

щих слоев и их структуры армирования одинако
вы (h(–) = h(+), w

k
(–) = wk

(+), yk
(–) = yk

(+), 1 ≤ k ≤ K(–) = K(+)), 
а материалы компонентов композиции одинаково 
сопротивляются растяжению и сжатию [14]. При 
этом считаем, что в каждом несущем слое уложе
но два семейства армирующих волокон (K(±) = 2) 

(11)

(12)

(13)

с одинаковой плотностью армирования (w1
(±)(x1) = 

= w2
(±)(x1)) и симметрично относительно направле

ния оси Ox1 (y1
(±)(x1) = –y2

(±)(x1)). Отсюда следует, 
что для сэндвичпанелей, изображенных на ри
сунке 1, u2

(±) = 0, w,2 = 0 (поэтому e23 = 0) и u1
(–)(x1) = 

= u1
(+)(x1). А значит, согласно (2)–(5), равенства 

F11(x1) = 0 в (11) и (12) выполняются тождественно, 
для изгибающего же момента с учетом предполо
жения о легком заполнителе из соотношений (4) 
с учетом (2) и (3) получаем

где функция M11 известна из (11) или (12).
Так как правые части в равенствах (13) и (14) 

известны в каждой точке x1 ∈ [0, L], решая эти урав
нения независимо друг от друга методом перемен
ных параметров упругости [14], можем определить 
неизвестные функции e11

(+)(x1) = –e11
(–)(x1) и e13(x1). 

Зная e11
(+)(x1) и интегрируя кинематическое равен

ство u11,1
(+)(x1) = e11

(+)(x1)(см. (2)), можем вычислить 
тангенциальное перемещение u1

(+)(x1). При этом 
в случае шарнирного опирания (см. рисунок 1 а) 
в качестве краевого условия нужно использовать 
условие симметрии u1

(+)(L/2) = 0, а в случае кон
сольной сэндвичпанели (см. рисунок 1 б) – гра
ничное условие u1

(+)(0) = 0 (см. (9)). При известных 
u1

(+)(x1) = –u1
(–)(x1) и e13(x1) прогиб w(x1) определяет

ся за счет интегрирования кинематического соот
ношения w,1 = 2e13 – u

1
(+) / h (см. (2)) при граничном 

условии w(0) = 0 (см. рисунок 1).
Таким образом, модельная задача полностью 

решена.
Обсуждение результатов расчетов. В качестве 

конкретных примеров исследуем изгибное пове
дение композитных сэндвичпанелей, изображен
ных на рисунке 1 (модельные задачи). Толщина за
полнителя трехслойных пластин 2h = 13 мм [20], 
толщины несущих слоев h(±) = 1 мм [20], ширина L 
прямоугольных удлиненных пластин может быть 
разной. Легкий заполнитель представляет собой 
сотовую конструкцию (см. рисунок 2): диаметр 
соты d = 8 мм [20], толщина стенок соты d1 = d2 = 
= 0,05 мм [20].

Сотовый заполнитель изготовлен из алю
миния (низкопрочный сплав АДМ или высоко
прочный сплав Д16), несущие слои выполнены из 
того же алюминиевого сплава и армированы оди
наково и однородно двумя семействами борных 
волокон (wk

(±) = wk, w1 = w2 = const, yk
(±) = yk, y1 = 

= –y2 ≡ y = const, k = 1, 2). Связь между напря
жением s и деформацией e в каждом компоненте 
композиции каждого слоя при растяжении и сжа
тии описывается идеализированной диаграммой 
с линейным упрочнением [14]:

где E, Es — модуль Юнга и модуль линейного 
упрочнения материала; ss, es — предел текучести 

(14)
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и соответствующая ему деформация. Механичес
кие характеристики материалов фаз композиции 
приведены в таблице 1, где n — коэффициент Пу
ассона. Борные волокна ведут себя упругохруп
ко [21], поэтому величина Es для них в таблице 1 
не указана.

В качестве меры податливости изгибаемых 
пластин примем величину

В случае шарнирно опертой прямоугольной 
удлиненной сэндвичпанели (см. рисунок 1 а) 

, для консольной пластины (см. рису
нок 1 б) .

Для удобства изложения введем в рассмотре
ние параметр n

h
, условно задающий ориентацию 

сотовой ячейки заполнителя относительно гло
бальной системы координат Ox1x2x3, связанной 
с сэндвичпанелью: если n

h
 = 1, то локальная ось 

, связанная с ячейкой периодичности заполни
теля (см. рисунок 2), совпадает с осью Ox1 глобаль
ной системы координат (см. рисунок 1); при n

h
 = 2 

локальная ось  совпадает с глобальной осью 
Ox2. Далее на рисунок 3–5 кривые, номера 
которых помечены одним штрихом, рассчитаны 
при nh = 1, а двумя штрихами — при тех же услови
ях, но с параметром nh = 2.

На рисунке 3 изображены зависимости wm(w), 
где w = w1 + w2 — суммарная плотность армиро
вания несущих слоев. Расчеты выполнены для 
пластин из АДМ–Вкомпозиции при L = 40 см. 
Кривые с разными номерами получены при раз
ных углах армирования y: линии 1′, 4′ и 4″ опре
делены при y = 0 (армирование в направлении 
оси Ox1 на рисунке 1); кривые 2′, 5′ и 5″ — при 
y = p / 4 (перекрестное угловое армирование по 
ортогональным траекториям); линии 3′, 6′ и 6″ — 
при y = p / 2 (армирование вдоль оси Ox2, перпен
дикулярной плоскости рисунок 1). Кривые 1′, 2′ 
и 3′ рассчитаны для шарнирно опертой пластины 
(см. рисунок 1 а) при q = 60 кПа (аналогичные за
висимости для такой сэндвичпанели при nh = 2 
на рисунках 3 и 4 не приведены, так как величи
ны (15) при этом превосходят толщину пластины, 
т. е. являются большими), остальные кривые на 
рисунке 3 получены для консольной пластины 
(см. рисунок 1 б) при q = 15 кПа.

Все кривые на рисунке 3 являются монотонно 
убывающими, что свидетельствует об уменьшении 

(15)

податливости сэндвичпанелей при увеличении 
плотностей армирования их несущих слоев при 
разных направлениях армирования. Однако если 
линии 3′, 6′ и 6″ визуально неотличимы от пря
мых, то кривые 1′, 4′, 4″ и 2′, 5′, 5″ имеют тенден
цию к выполаживанию, т. е. в соответствующих 
случаях с увеличением w эффект уменьшения по
датливости конструкции за счет усиления ее несу
щих слоев постепенно убывает. Кривые 4″–6″ ле
жат выше соответствующих линий 4′–6′, поэтому 
с точки зрения минимизации податливости сэнд
вичпанелей существенным фактором является 
ориентация ячейки периодичности заполнителя 
(см. рисунок 2) относительно глобальной системы 
координат Ox1x2x3.

Определенный интерес представляет и зависи
мость податливости сэндвичконструкций от углов 
армирования несущих слоев y при фиксированных 
плотностях армирования (w1 = w2 = const). В даль
нейших расчетах принято w1 = w2 = 0,35, что на 
практике соответствует предельно допустимому зна
чению суммарной плотности армирования w = 0,7.

На рисунке 4 изображены зависимости wm(y) 
(см. (15)), рассчитанные для трехслойных кон

Материал E, ГПа n ss, МПа Es, ГПа

Алюминиевый сплав 
АДМ

71 0,32 30 0,143

Алюминиевый сплав 
Д16

71 0,32 380 1,250

Борные волокна (B) 410 0,23 3200 —

Таблица 1 — Механические характеристики материалов 
компонентов композиции [21]

Рисунок 3 — Зависимость максимального по модулю прогиба 
сэндвич-панели от суммарной плотности армирования 

несущих слоев

Рисунок 4 — Зависимость максимального по модулю прогиба 
сэндвич-панели от угла армирования несущих слоев
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струкций тех же размеров и при тех же уровнях 
нагружения, что и на рисунке 3. Сплошные линии 
1′, 2′ и 2″ на рисунке 4 получены для сэндвичпа
нелей из АДМ–Вкомпозиции, а штриховые ли
нии 3′, 3″, 4′ и 4″ — из Д16–Вкомпозиции. По
ведение конструкций из Д16–Вкомпозиции во 
всех расчетах настоящего исследования оказалось 
линейноупругим. Кривые 2′ и 3′ на рисунке 4 со
впадают. Линии 1′, 4′ и 4″ соответствуют шарнир
но опертым пластинам (см. рисунок 1 а), а кривые 
2′, 2″, 3′ и 3″ — консольным (см. рисунок 1 б). Все 
кривые на рисунке 4 монотонно возрастают, но 
имеют разную изменяемость, для оценки которой 
используем величину

Значения (16), рассчитанные для кривых на 
рисунке 4, приведены в таблице 2, из которой вид
но, что наибольшей изменяемостью Dwm облада
ют зависимости wm(y) в случае линейноупругого 
поведения материалов компонентов компози
ции сэнд вичпанели (см. кривые 2′, 3′, 3″, 4′ и 4″ 
на рисунке 4 и соответствующие значения Dwm 
в таблице 2). Для объяснения того факта, почему 
в случаях упругопластического деформирования 
трехслойных пластин зависимости wm(y) облада
ют малой изменяемостью (см. кривые 1′ и 2″), рас
смотрим особенности поведения прогибов w(x1) 
соответствующих сэндвичпанелей с армирован
ными несущими слоями.

На рисунке 5 изображены эпюры прогиба w(x) 
(где x = x1 / L) для шарнирно опертых сэндвич 
панелей разной ширины L (см. рисунок 5 а) и кон
сольных пластин шириной L = 40 см (см. рису
нок 5 б), рассчитанные при y = 0 и w1 = w2 = 0,35. 
Кривые 1′, 4′, 4″ на рисунке 5 а получены при 
L = 40 см и q = 60 кПа. Относительная толщи
на таких пластины H / L = 1,5 / 40 = 0,0375 (где 
H = 2h + h(+) + h(–) — общая толщина слоисто
го пакета). Кривая 2′ определена при L = 80 см 
и q = 26 кПа (H / L = 0,01875), а линия 3′ — при 
L = 1 м и q = 15 кПа (H / L = 0,015). Кривые 4′ 
и 4″ получены для пластин из Д16–Вкомпозиции 
(поведение которых линейноупруго), остальные 
линии — из АДМ–Вкомпозиции (деформирова
ние соответствующих сэндвичпанелей упруго
пластическое).

Поведение кривых 1′ и 3′, 4′, 4″ на рисунке 5 а 
качественно различно. Кривая же 2′ по своему ка
чественному поведению занимает как бы проме
жуточное положение между линиями 1′ и 3′, 4′, 4″. 

(16)

Согласно поведению кривой 3′, в окрестности 
центрального сечения x1 = L / 2 (x = 0,5) шарнирно 
опертой, весьма тонкой (H / L = 0,015) сэндвич 
панели напряженное состояние в ней близко 
к образованию пластического шарнира [14, 22]. 
Такое поведение зависимости w(x) является тра
диционным при изгибе шарнирно опертых пря
моугольных удлиненных пластин [14, 22], поэтому 
этот механизм деформирования сэндвичпанелей 
назовем «классическим». Подобный механизм де
формирования всегда реализуется при линейно 
упругом изгибе трехслойных пластин (см. кри
вые 4′, 4″).

Поведение кривой 1′ на рисунке 5 а свиде
тельствует о том, что в относительно толстой 
(H /L = 0,0375) сэндвичпанели пластический 

Параметр
решения

Номер кривой на рисунке 4

1′ 2′ 2″ 3′ 3″ 4′ 4″

Dwm 0,059 0,409 0,268 0,409 0,375 0,344 0,290

Таблица 2 — Изменяемость зависимости податливости сэндвич-пластин от угла армирования несущих слоев

а

б

Рисунок 5 — Зависимость прогиба сэндвич-панели от 
безразмерной координаты x при «поперечном» армировании 

несущих слоев: а — случай шарнирного опирания; 
б — случай консоли
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шарнир в окрестности центрального сечения не 
образуется (центральная часть кривой 1′ имеет 
малую кривизну), а основное деформирование 
конструкции происходит как бы за счет ее «среза» 
в поперечном направлении в окрестности опорных 
кромок, т. е. за счет активного развития неупругой 
деформации поперечного сдвига заполнителя e13, 
которая согласно (11) и (13) достигает наиболь
шего по модулю значения именно в окрестности 
опорных кромок. Такой механизм деформирова
ния сэндвичпанели назовем «неклассическим». 
Из поведения кривой 1′ видно: основной вклад 
в величину (15) в этом случае вносит сдвиг запол
нителя в окрестности опорных кромок. Вклад же 
в величину w

m
 от изгиба (от изгибающего момента 

M11(x1)) мал, так как мала кривизна центрального 
участка линии 1′.

Из (11) и (13) следует, что в случае тонких не
сущих слоев деформация поперечного сдвига e13 

не зависит от структуры армирования этих слоев, 
а значит, от этого не зависит и величина абсолют
ного сдвига («среза») сэндвичпанели в окрестно
сти опорных кромок. Согласно же (11), (14) и (2), 
от структуры армирования зависит лишь изгибная 
составляющая прогиба, определяемая степенью 
искривления центрального участка кривой 1′. 
Но кривизна этого участка мало изменяется при 
варьи ровании углов армирования несущих слоев 
(0 ≤ y ≤ p/2), так как при w1 + w2 = 0,7 несущие слои 
являются весьма жесткими. Именно это и объяс
няет причину того, что величина (16) для кривой 1′ 
на рисунке 4 является малой (см. таблицу 2).

Таким образом, малая изменяемость зави
симости податливости сэндвичпанели от пара
метров армирования ее тонких несущих слоев 
наблюдается только в тех случаях, когда такая 
конструкция деформируется упругопластически 
по неклассическому механизму изгиба (со зна
чительным сдвигом в поперечном направлении 
в окрестности опорных кромок).

На кривой 2′ рисунка 5 а еще наблюдаются 
краевые эффекты («срез») в окрестности опор
ных кромок, но уже намечается образование пла
стического шарнира в окрестности центрального 
сечения (х = 0,5). Из сравнения кривых 1′ и 2′ на 
рисунке 5 а видно, что с уменьшением относи
тельной толщины сэндвичпанели (H / L) зоны 
краевых эффектов в них уменьшаются и при весь
ма малых значениях H / L или при линейноупру
гом деформировании могут вообще не проявлять
ся (см. кривые 3′, 4′ и 4″).

Разные механизмы деформирования сэндвич 
панели могут наблюдаться и для конструкции 
с фиксированным характерным размером в пла
не L, но при разных значениях параметра nh. Так, 
на рисунке 5 б зависимости w(x) получены для 
консольных трехслойных пластин при L = 40 см 
и q = 15 кПа. Кривые 1′ и 1″ определены для сэ
ндвичпанелей из АДМ–Вкомпозиции, а ли

нии 2′  и 2″ — из Д16–Вкомпозиции, причем 
кривые 1′ и 2′ совпадают.

Согласно поведению кривых 1′, 2′ и 2″ на ри
сунке 5 б, соответствующие сэндвичпанели де
формируются по классическому механизму из
гиба. Поведение же кривой 1″ свидетельствует о 
том, что при nh = 2 трехслойная АДМ–Впластина 
деформируется по неклассическому механизму 
изгиба, так как в окрестности опорной кромки 
x = 0 наблюдается краевой эффект, вызванный 
значительным неупругим поперечным сдвигом 
сэндвичпанели.

Расчеты показали, что всем точкам кривой 2′ 
на рисунке 4 соответствует классический меха
низм деформирования консольной пластины, 
а точкам кривой 2″ — неклассический механизм. 
Именно поэтому изменяемость (см. (16)) кри
вой 2″ на рисунке 4 в 1,5 раза меньше изменяемо
сти кривой 2′ (см. соответствующие значения Dwm 
в таблице 2).

Выше предполагалось, что армирующие эле
менты заполнителя (например, стенки сотовой 
ячейки) не теряют устойчивости. Учет возможно
сти такой потери устойчивости и закритического 
поведения силовых элементов заполнителя выхо
дит за рамки данной работы. Однако, как показа
но в [23], при потере устойчивости стенок сотово
го заполнителя в случае его поперечного сдвига 
соответствующий секущий модуль с1313 (см. (13)) 
резко уменьшается, поэтому следует ожидать, что 
в этом случае неклассический механизм деформи
рования сэндвичпанели с армированными несу
щими слоями будет реализовываться чаще, а кра
евые эффекты будут проявляться более ярко, чем 
это имело место в настоящем исследовании.

Заключение. Проведенный анализ результатов 
расчетов линейноупругого и упругопластическо
го поведения изгибаемых сэндвичпанелей с лег
ким заполнителем и тонкими армированными 
несущими слоями позволил обнаружить два ме
ханизма неупругого деформирования таких кон
струкций: «классический» и «неклассический». 
При реализации классического механизма дефор
мирование сэндвичпанели происходит главным 
образом за счет изгиба (доминируют изгибные 
деформации). При реализации неклассического 
механизма деформирование трехслойных пластин 
определяется в основном (или, по крайней мере, 
во многом) ослабленным сопротивлением запол
нителя поперечным сдвигам (изгибная состав
ляющая уже не является доминирующей). В по
следнем случае в окрестности опорных кромок 
сэндвичпанели проявляются краевые эффек
ты, характеризующие «срез» такой конструкции 
в поперечном направлении. При неклассическом 
механизме деформирования сэндвичпанели ва
рьирование структуры армирования ее тонких 
несущих слоев в меньшей степени сказывается 
на изменении податливости такой конструкции 
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в поперечном направлении, чем это наблюдается 
при реализации классического механизма ее де
формирования. При линейноупругом деформи
ровании трехслойных пластин всегда реализуется 
классический механизм изгиба, поэтому влияние 
структуры армирования несущих слоев на подат
ливость сэндвичпанелей в упругом случае сказы
вается в большей степени, чем при упругопласти
ческом изгибе.
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MODELING OF ELASTIC-PLASTIC BENDING OF SANDWICH PANELS 
WITH THIN REINFORCED BEARING LAYERS

In the framework of the deformational theory of plasticity and in a geometrically linear formulation, the problem of 
inelastic bending for sandwich panels with thin reinforced bearing layers is formulated. The weakened resistance 
of the core to the transverse shears on base of the kinematic hypothesis of straight normal when it is independent 
on the rotation is considered. The linearization of the problem by the method of variable elasticity parameters is 
carried out. In the case of cylindrical bending the elastic-plastic behavior of the rectangular elongated three-layer 
composite plates with a weak honeycomb core is investigated. The analysis of the dependence of compliance in 
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the transverse direction of such structures on the parameters of the reinforcement of load-bearing layers is carried 
out. It is obtained that depending on the orientation of the cells of the honeycomb core relative to the normal to the 
supported edge of the sandwich panels, two different mechanisms of deformation can be realized: “classical”, when 
the bending state dominates and “non-classical”, when the dominant influence on the deflection has a transverse 
shear of the core. In the second case, in the vicinity of the supported edges the edge effects, which characterize 
cross-section of the three-layer structure in the transverse direction, are raised. It is discovered that for non-
classical mechanism of deformation the change of the deflection of sandwich panels is depended to a lesser extent on 
the varying parameters of reinforcement (angles and densities) of bearing layers than on the classical mechanism 
of deformation of this design. It is obtained that minimal compliance of the sandwich panels is achieved by such 
orientation of the cells of the honeycomb core, when classical mechanism of its deformation is realized.

Keywords: sandwich panel, reinforced bearing layers, elastic-plastic deformation, weakened resistance to 
transverse shear, influence of structure of reinforcement, honeycomb core
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