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Введение. Современные тенденции в строи­
тельстве и машиностроении диктуют все новые 
требования к конструкциям и изделиям, что обу­
славливает применение композитных, в том чис­
ле трехслойных стержней, пластин и оболочек. 
В связи с этим возникает необходимость создания 
адекватных математических моделей для опи­
сания деформирования трехслойных элементов 
конструкций в комплексных термосиловых полях.

В монографиях [1–3] содержатся различные 
математические модели статического и динами­
ческого деформирования многослойных и трех­
слойных элементов конструкций, приведены 
постановки краевых задач, изложены методы их 
расчета. В статьях [4–9] исследованы свободные 
и вынужденные колебания трехслойных стержней 
и пластин, связанных и не связанных с упругим 
основанием. Рассмотрены резонансные режимы 
колебаний, различные виды внешних воздей­
ствий — локальные, импульсные и резонансные 
нагрузки, причем в круговых пластинах заполни­
тель принимался легким, т. е. не учитывалась его 
работа в тангенциальном направлении. Флаттер 
и ударное нагружение слоистых пластин описа­
ны в статьях [10, 11]. Работы [12–15] посвящены 
нестационарным воздействиям на неоднородные 
элементы конструкций, рассмотрены контактные 

задачи с подвижными границами, распростране­
ние волн в упругих слоях. Изучение квазистати­
ческого деформирования многослойных упругих 
и упругопластических балок и пластин с жестким 
соединением между слоями при непрерывных 
и локальных изотермических нагрузках проведено 
в статьях [16–18]. Термосиловому квазистатиче­
скому воздействию на трехслойные стержни по­
священы статьи [19, 20].

Здесь приведена постановка и получено ана­
литическое решение краевой задачи о деформиро­
вании трехслойной круговой пластины с жестким 
заполнителем, отличающейся учетом темпера­
туры и локальностью распределенных нагрузок. 
Численная апробация решения проведена для ме­
таллополимерного пакета пластины.

Постановка краевой задачи. Рассматривается 
несимметричная по толщине трехслойная круго­
вая пластина (рисунок 1). Постановка задачи и ее 
решение проводится в цилиндрической системе 
координат r, j, z. Срединная плоскость заполни­
теля принимается за координатную, ось z направ­
лена ей перпендикулярно вверх, к первому слою. 
Для тонких внешних несущих слоев толщиной 
h1 ≠ h2 принимаются гипотезы Кирхгофа, для тол­
стого жесткого заполнителя (h3 = 2c), восприни­
мающего нагрузку в тангенциальном направле­
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нии, справедлива гипотеза о прямолинейности 
и несжимаемости деформированной нормали. 
Считаем, что к наружной поверхности первого 
несущего слоя приложены произвольные рас­
пределенные нагрузки q(r), p(r) и подводится те­
пловой поток qt. Поверхность z = –c – h2 и контур 
пластины считаются теплоизолированными. Это 
позволяет неоднородное температурное поле T(z), 
отсчитываемое от некоторой начальной темпера­
туры T0, вычислять с достаточной точностью по 
формуле, приведенной в [3]. В дальнейшем счита­
ем температуру в слоях пластины известной.

В силу симметрии нагрузки тангенциальные 
перемещения в слоях отсутствуют: uj

(k) = 0 (k — но­
мер слоя), а прогиб пластины w, относительный 
сдвиг в заполнителе y и радиальное перемеще­
ние координатной поверхности u не зависят от 
координаты j, то есть w = w(r), u = u(r), y = y(r). 
В  дальнейшем эти функции считаем искомыми. 
На контуре пластины предполагается наличие 
жесткой диафрагмы, препятствующей относи­
тельному сдвигу слоев (y = 0 при r = 1). Все пере­
мещения и линейные размеры пластины отнесены 
к ее радиусу r0.

Исходя из гипотезы прямолинейности норма­
ли заполнителя

после интегрирования получим выражения для 
радиальных перемещений в слоях ur

(k) через иско­
мые функции: 

где z — координата рассматриваемого волокна; за­
пятая в нижнем индексе обозначает операцию диф­
ференцирования по следующей за ней координате.

Деформации в слоях следуют из (1) и соотно­
шений Коши. Уравнения равновесия трехслойной 
пластины получены с помощью принципа воз­
можных перемещений Лагранжа:

dA = dW,

где dA, dW — вариации работ внешних сил и вну­
тренних напряжений.

(1)

При определении работы внешних сил счи­
таем, что к срединной поверхности заполните­
ля приложены произвольные осесимметричные 
распределенные нагрузки, на контуре пластины 
могут быть заданы погонные силы и моменты 
T 0

r, H 0
r, M 0

r, Q 0. Вариация работы внешней по­
верхностной и контурной нагрузок dA = dA1 + dA2 
представимы в виде:

где двойной интеграл распространен по средин­
ной поверхности заполнителя S.

Вариация работы сил упругости

Вариации перемещений в слоях следуют из со­
отношений (1), вариации деформаций — из соот­
ношений Коши. При выводе уравнений равновесия 
в  перемещениях использованы термоупругие соот­
ношения закона Гука в девиаторно-шаровой форме:

где sa
(k), эa

(k) — девиаторные, s(k), e(k) — шаровые ча­
сти тензоров напряжений и деформаций; Gk(Tk), 
Kk(Tk) — температурно-зависимые модули сдви­
га и объемного деформирования; Tk — известная 
температура; a0k — коэффициент линейного тем­
пературного расширения материала k-го слоя. 

Выполнив необходимые преобразования, ис­
пользуя соотношения (2), получим уравнения 
равновесия в перемещениях. Температура явным 
образом в них не входит, поэтому они формаль­
но не будут отличаться от полученных ранее для 
трехслойной пластины при изотермическом на­
гружении [3]:

где L2, L3 — дифференциальные операторы

Отличие здесь в коэффициентах аi, которые 
имеют интегральный вид, т.  к. модули упругости 
материалов изменяются в слоях по толщине вме­
сте с температурой:

(2)

(3)

Рисунок 1 — Схема нагружения трехслойной пластины



83

МЕХАНИКА ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА

Если температурное поле усреднено по тол­
щине k-го слоя пластины, то значения упругих па­
раметров постоянны внутри слоя:

Краевая задача определения функций u(r), 
y(r), w(r) замыкается присоединением к системе 
уравнений (3) силовых (7) и / или кинематических 
граничных условий: 
- при заделке контура пластины:

u = y = w = w,r = 0 при r = 1;

- при шарнирном опирании пластины:

u = y = w = Mr = 0 при r = 1.

Следует отметить, что температура в явном 
виде в уравнения равновесия (3) не входит, как 
и у трехслойного стержня с несжимаемым запол­
нителем [20]. 

Общее решение краевой задачи. Используя 
полученное первое и третье уравнения из систе­
мы  (3), можно исключить из второго уравнения 
этой же системы радиальное перемещение u(r) 
и прогиб w(r). В результате, проведя необходимые 
преобразования, получим следующее решение 
рассматриваемой задачи:

где I1(br) — модифицированная функция Бесселя 
первого порядка, K1(br) — функция Макдональ­
да; L2

–1, L3
–1 — интегральные операторы, обратные 

дифференциальным операторам (3);

(4)

(5)

Все интегралы, встречающиеся в решении (5) 
и далее, являются определенными с переменным 
верхним пределом, т. е.

Исходя из условия гладкости решения в цен­
тре пластины (r = 0), для сплошных пластин не­
обходимо в (5) положить константы интегрирова­
ния C1 = C3 = C6 = C8 = 0. Если контур пластинки 
заделан, то, удовлетворяя первому из условий (4), 
получим следующие константы интегрирования:

В этом случае решение (5) не зависит явно от 
температуры. Она будет влиять только на значе­
ния модулей упругости материалов. 

Равномерно распределенная поверхностная 
нагрузка (p = 0, q = const). В этом случае подын­
тегральная функция и частное решение в форму­
лах (5) будут равны:

При шарнирно опертом контуре константы 
интегрирования следуют из второго условия (4):

где

(6)
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Следует отметить, что в этом случае решение 
будет явно зависеть от температуры через кон­
станту C5.

Численные результаты приведены для круго­
вой трехслойной несимметричной по толщине 
пластины, слои которой набраны из материа­
лов Д16Т–фторопласт–Д16Т, соответствующие 
механические характеристики материалов при­
ведены в [21]. Величина интенсивности нагруз­
ки q0  =  1  МПа, относительные толщины слоев 
h1 = 0,02; h2 = 0,06; h3 = 0,4.

Нагрузка равномерно распределена по всей 
внешней поверхности первого слоя. На рисун­
ке 2 а, б показано изменение сдвига в заполните­
ле и прогиба защемленной по контуру пластины 
вдоль ее радиуса при различных температурах: 
1 — T1 = 293 K, 2 — T2 = 323 K, 3 — T3 = 373 K. Повы­
шение температуры на 30° от комнатной приводит 
к увеличению модулей максимальных перемеще­
ний примерно на 30 %. При увеличении темпера­
туры на 80° рост наблюдается порядка 70 %.

Соответствующее распределение нормальных 
напряжений σr при различных температурах в пла­
стине с жестко заделанным контуром показано на 
рисунке 3: а — в центре, б — на контуре пластины 
(нумерация кривых предыдущая). При нагрева­
нии напряжения в центре пластины смещаются 
в отрицательную область параллельно самим себе, 
увеличиваясь по модулю в разы. На контуре они 
изменяются в гораздо меньшей степени. Макси­
мума напряжения в обоих случаях достигают на 
внешней поверхности второго слоя.

Нагрузка равномерно распределена по кругу 
[0, a]. Тогда ее можно записать в виде 

где H0(r) — функция Хевисайда.
Для преобразования решения (5) на случай на­

грузки (7) необходимо предварительно провести 
интегральные операции с использованием функ­
ции Хевисайда. В результате

Подставляя (8) в решение (5), получим следу­
ющие искомые перемещения в трехслойной кру­
говой пластине при локальной круговой нагрузке: 

(7)

(8)

(9)

Рисунок 3 — Зависимость напряжений от температуры 
по толщине в центре (а) и на контуре пластины (б)

а

а

Рисунок 2 — Зависимость сдвига и прогиба пластины 
от температуры

б

б
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где

Из условий ограниченности решения в центре 
пластины следует:

При шарнирном опирании контура из второго 
условия (4) получим:

Параболическая нагрузка, распределенная по 
кругу [0, a]. Пусть на рассматриваемую круговую 
трехслойную пластину действует локальная верти­
кальная поверхностная нагрузка параболической 
формы (рисунок 4). Для нее можно принять ана­
литический вид:

Интегральный оператор от нагрузки (10), 
функция f(r) и интегралы от нее, входящие в ре­
шение (5), а также частное решение будут следу­
ющими: 

Общий вид решения (5) формально остается 
в данном случае без изменения, если учесть выра­
жение (11) и следующие интегралы:

(10)

(11)

Рисунок 4 — Расчетная схема нагружения пластины 
параболической нагрузкой
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При шарнирно опертом контуре константы 
интегрирования будут: 

Численные результаты. На рисунке 5 показана 
зависимость прогиба шарнирно опертой круговой 
трехслойной пластины в центре от радиуса сило­
вого пятна при различных по форме и величине 
нагрузок. Параболическая нагрузка с амплитудой 
q1 статически эквивалентна прямоугольной q0, т. к.

отсюда q1 = 2q0.
При одинаковой амплитуде (1, 2) прямоу­

гольная нагрузка вызывает больший по величине 
прогиб. В случае статически эквивалентных на­
грузок  (2,  3) прогиб от параболической больше 
на 47 %, при нагревании разница уменьшается до 
40 %. С ростом радиуса пятна нагрузки прогиб уве­
личивается нелинейно, достигая максимума при 
нагрузке, распределенной по всей поверхности 
пластины. Следует отметить, при отсутствии на­

Рисунок 5 — Зависимость прогиба шарнирно опертой круговой 
трехслойной пластины в центре от радиуса силового пятна 

при различных по форме и величине нагрузок: 
1 — параболическая амплитуды q0; 2 — прямоугольная q0; 

3 — параболической амплитуды q1 = 2q0 (см. рисунок 4); без 
штриха — при комнатной температуре; со штрихом — T = 323 K

грузки (a = 0) нагревание вызывает прогиб пласти­
ны в силу зависимости решений от температуры.

Выводы. Предложенная постановка краевой 
задачи о деформировании трехслойных круговых 
пластин равномерно распределенными и парабо­
лическими нагрузками и полученные решения со­
ответствующих краевых задач позволяют исследо­
вать их напряженно-деформированное состояние 
в температурном поле при непрерывных и локаль­
но распределенных нагрузках. Численные расче­
ты показали существенное влияние температуры 
и формы нагрузки на НДС в пластине.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Белорусского республиканского фонда фундамен-
тальных исследований.

Список обозначений
q(x), p(x) — внешняя распределенная нагрузка, Па; 
q0, p0 — интенсивности распределенной нагрузки, Па;
w(x) — прогиб пластины, м;
y(x) — относительный сдвиг в заполнителе, рад;
u(x) — продольное перемещение срединной пло­
скости заполнителя, м;
Gk, Kk — модули сдвига и объемной деформации, Па;
h

k
 — толщины слоев, м;

sij
(k), эij

(k)— девиаторы напряжений и деформаций, 
Па, б. р.;
σ(k), ε(k) — шаровые тензоры напряжений и дефор­
маций, Па, б.р.;
H0(r) — функция Хевисайда;
T — температура, К;
I1(r) — модифицированная функция Бесселя пер­
вого порядка;
K1(r) — функция Макдональда.
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THERMOELASTIC DEFORMATION OF THREE-LAYER CIRCULAR PLATE 
BY A SURFACE LOADS OF VARIOUS FORMS

The formulation of the boundary value problem of axisymmetric deformation of circular elastic steel thickness of 
the plate under the action of uniformly distributed and parabolic loads is given. The effect of a thermal field on 
the SSS of a plate is considered. For the asymmetric in thickness three-layer plate we have accepted the kinematic 
hypothesis of a broken normal. In the thin external layers the Kirchhoff’s hypotheses are accepted. The filler is 
no compressible through thickness. It’s normal subject to the Tymoshenko hypothesis. The work of arising shear 
stresses is taken into account. The equations of equilibrium in terms of displacements of the rod were obtained by 
the Variational method. At the ends of the plate the presence of rigid diaphragms is assumed to prevent the relative 
shift of the layers. On the bordering surfaces of the layers requires a gluing. The analytical solution of the boundary-
value problem in the case of a distributed load was obtained. The case of uniformly distributed and parabolic loads 
was considered. The numerical analysis of the solutions is given. 

Keywords: circular sandwich plate, parabolic loads, thermal field, analytical solution, numerical analysis
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