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Введение. При исследовании динамических 
процессов в механических системах одна из ос
новных задач заключается в определении их час
тот и форм собственных колебаний.

Для проведения динамического анализа транс
миссия мобильной машины схема тизиру ется 
в виде механической системы с со сре до то чен

ны ми параметрами. Транс мис сион ные системы 
характеризуются нали чием в них диф фе ренци
альных механизмов, раз ветвлен ных и коль це
вых участков. Часто во з ни кает необ хо ди мость 
од новременно исследо вать кру тиль ные ко леба
ния в трансмиссии и ко ле ба ния, со вер шаемые 
подвеской, рамой и по ступа  тель но движу щей ся 
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МЕТОДИКА РАСЧЕТА ЧАСТОТ И ФОРМ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ ПРОИЗВОЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ 
СО МНОЖЕСТВОМ ВОЗМОЖНЫХ СОСТОЯНИЙ

Рассматриваются методические подходы к определению частот и форм собственных колебаний 
трансмиссий мобильных машин и им подобных плохо обусловленных систем с широким спектром 
собственных частот и многими состояниями. Задача решается в общей постановке, учитываю-
щей характерные особенности трансмиссии при ее схематизации. Расчет сводится к вычислению 
собственных значений и собственных векторов матрицы специального вида. Используется подход, 
основанный на предварительном приведении матрицы к симметричному виду и применении итерационно-
го численного метода вращений Якоби. Это дает возможность находить все собственные частоты 
и формы колебаний плохо обусловленных систем с очень высокой точностью. Процесс формирования 
матрицы жесткости системы автоматизируется путем замены абсолютно жестких звеньев (при их 
наличии) на звенья с конечной жесткостью. Для составления уравнений собственных колебаний систем 
со множеством возможных состояний предлагается использовать индикаторы состояния устройств 
с переменной структурой. Такой подход позволяет получить универсальные уравнения, описывающие 
движение системы при любом ее возможном состоянии. На основе разработанной методики создана 
и зарегистрирована компьютерная программа, приведен пример ее применения.

Ключевые слова: трансмиссия, частоты и формы собственных колебаний, методика, механическая 
система со множеством возможных состояний, индикатор состояния 
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массой авто моби ля. Сле до ва тельно, рас смат ри
ваемые си сте мы доста точно разно об раз ны как по 
струк туре, так и по типам входя щих в их состав 
элементов.

Трансмиссии мобильных машин отличаются 
переменностью структуры, связанной с на личи
ем множества состояний элементов уп рав ления 
(включен/выключен). При расчетах транс мис си
онных систем, особенно планетарных со слож
ной конфигурацией, обычно их упрощают, за
ме няя планетарные подсистемы ли ней ными 
цеп ными фрагментами, для каждого со стояния 
(пе ре дачи) трансмиссии записывают но вую сис
тему уравнений. Это снижает точность рас чета 
и много кратно увеличивает затраты на под го тов ку 
рас четных моделей. Поэтому целе сооб разно раз
ра ботать методику, основанную на универ саль ной 
(еди ной) математической мо де ли, для вы числе
ния собственных частот и форм транс миссии как 
сис темы со многими состо я ниями.

Таким образом, создание методики и про г
раммного обеспечения для расчета собственных 
частот и форм трансмиссий произвольной кон
фигурации с использованием современных про
граммноаппаратных средств представляет собой 
актуальную задачу.

О выборе метода определения собственных 
частот и форм. Задача определения собственных 
частот и форм колебаний механических систем 
с сосредоточенными параметрами относится 
к клас сическим, разработано множество мето
дов ее решения. Их большое разнообразие обус
ловлено тем, какие характеристики системы 
на ходятся (одна или несколько низших или выс
ших собс твенных частот и соответствующих им 
форм, только собственные частоты без рас че
та собственных форм, все собственные часто
ты и соответствующие им формы) и для си
стем какого вида они могут применяться (по 
структуре — цепные, разветвленные, коль цевые; 
по типам входящих элементов — одно родные по
ступательные или вращательные, по сту патель но
вращательные).

Известен ряд приближенных методов для на
хождения одной или нескольких низших или 
высших собственных частот и форм колебаний 
однородных механических систем: поступательных 
(массы, соединенные пружинами), балочных либо 
вращательных (диски на валу). К ним относятся 
методы Рэлея, Граммеля, Донкерлея, Папковича, 
спектральной функции С.А. Бернштейна, Ритца, 
Бубнова–Галеркина, последовательных при бли
же ний (итераций) [1–12].

Методы динамических податливостей и ди
намических жесткостей (методы гармонических 
коэффициентов влияния) [1, 3, 13] позволяют оп
ределять все собственные частоты цепных систем, 
а метод динамических жесткостей пригоден также 
для расчета разветвленных и кольцевых систем. 

Метод начальных параметров в применении 
к за даче о крутильных колебаниях системы, схе
матизированной в виде невесомого вала с дис
ками, — метод Толле (метод остатка) [1–3, 13] 
используется для нахождения всех частот и форм 
колебаний цепных систем или отдельных вет
вей разветвленных и кольцевых систем. Метод 
В.П. Терских (метод цепных дробей) [1, 13] при
меняется к расчету крутильных колебаний валов 
с дисками и позволяет определять все собствен
ные частоты и формы цепных, разветвленных 
и кольцевых систем.

Метод Хольцера [2, 11, 12] используется для 
вычисления всех частот и форм цепных, раз вет-
вленных и кольцевых систем, совершающих вра
щательное или поступательное движение.

Все перечисленные выше методы разработа
ны много лет назад и изза этого ориентированы 
на «ручной» счет, некоторые из них находят при
менение к объектам специального вида.

При исследованиях мобильных машин час
то рассматриваются вращательные и комби ни
ро ванные системы с разветвлениями на диф фе
ренциальных механизмах, совместные коле бания 
вращательных и поступательных си стем. То есть 
системы весьма разнообразны и об ладают боль
шим числом степеней свободы. Поэтому необ
ходимо использовать универсальные методы, ори
ентированные на применение ЭВМ.

В современных работах при расчете частот 
трансмиссии во многих случаях используют уп
рощение расчетных схем (хотя для нынешнего 
уровня развития ЭВМ это не является необхо
димым), при изменении структуры трансмис сии 
всякий раз составляют новую систему уравне
ний собственных колебаний, что также нерацио
нально [14].

Цель статьи — разработка методики и ос
но ванной на ней программы для расчета частот 
и форм собственных колебаний механических 
си стем произвольной структуры со множеством 
возможных состояний, что является наиболее 
об щим случаем из известных постановок задач 
в рассматриваемой области.

Уравнения собственных колебаний для ши
рокого класса механических систем с сосре до
точенными параметрами можно представить 
в мат ричной форме:

где q — векторстолбец обобщенных перемеще
ний;  — векторстолбец обобщенных ускорений; 
A — матрица инерции системы; C — матрица жест
кости системы.

Из методов, основанных на использовании 
стандартных математических операций, пригод
ных для практических расчетов механичес ких си
стем произвольной конфигурации, т. е. ме то дов, 
имеющих универсальный характер, целе сообразен 
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подход, описанный в работе [15]. Подход основан на 
сведении задачи расчета частот и форм собственных 
колебаний к известной математической процедуре 
определения соб ст венных значений и собственных 
векторов ма три цы специального вида A–1C [8, 12, 
15, 16], где A, C — действительные симметричные 
матрицы и A — положительно определенная.

Процедура расчета собственных значений 
и собственных векторов матриц рассматривается 
в линейной алгебре. При этом используются раз
личные численные методы решения проблемы 
соб ственных значений, которые делятся на две 
группы: прямые (точные) методы и итерационные.

Прямые методы основаны на вычислении 
коэффициентов характеристического многочлена 
матрицы и последующем нахождении его корней 
(методы Крылова, Данилевского, Леверрье–
Фаддеева, Хессенберга, Самуэльсона и др.) [9, 
16–20]. Собственные векторы матрицы обычно 
удается определить, используя промежуточные 
ре зультаты вычислений.

В итерационных методах собственные зна
чения находятся как пределы некоторых числовых 
последовательностей без предварительного оп
ределения коэффициентов характеристическо
го мно гочлена. Для решения полной проблемы 
соб ствен ных значений существует множество 
ите  рационных методов, основанных на по стро
е нии бесконечной последовательности пре об
ра зований подобия исходной матрицы, при во
дящих ее в пределе к некоторому простому виду 
(диагональному, трехдиагональному, тре уголь
но му, почти треугольному, квази ди агональному 
или квазитреугольному), по зво ляющему легко 
оп ределить собственные зна чения. Отве чаю
щие им собственные векторы находятся с ис поль
зованием полученных в процессе вы числений 
преобразующих матриц. К указанным методам 
от носятся: метод вращений Якоби, обобщенный 
метод вращений, ортогональный степенной ме
тод, треугольный степенной метод, QRалгоритм, 
LRалгоритм, ΛPалгоритм и др. [16, 17, 19–24].

Особенность расчетных динамических схем 
трансмиссий заключается в том, что величины па
раметров их элементов (моменты инерции масс 
и жесткости упругих связей) могут отличаться на 
несколько порядков (в 1000 и более раз), т. е. та
кие схемы имеют плохую обусловленность. Ис
пользование прямых матричных численных ме
тодов для анализа плохо обусловленных схем даже 
с небольшим числом степеней свободы (6–10) 
приводит к потере точности вследствие округ ле
ния и быстрому накоплению погрешнос тей вы
числений, вследствие чего полученные результа  
ты могут оказаться неверными.

Для определения всех собственных значений 
и собственных векторов матрицы A–1C ис поль
зу ется подход, основанный на применении ите
рационного численного метода вращений Яко би 

[16, 17, 19–29]. Данный метод позволя ет на ходить 
все собственные значения и собствен ные векторы 
вещественной симметричной матрицы с очень 
высокой точностью [26]. Поскольку матрица A–1C 
в общем случае несимметричная, выполняется ее 
предварительное преобразование к симметрич
ному положительно определенному или положи
тельно полуопределенному виду путем соответ
ствующего выбора координат [4, 23].

При расчете собственных частот и форм 
транс миссии, представленной в виде много мас
со вой крутильной динамической схемы, матрица 
инерции является диагональной:

A = diag(J
1
, …, J

n
),

где J
1
, …, J

n
 — моменты инерции сосредоточенных 

масс. Матрица A невырожденная, поэтому для 
нее существует обратная A–1 = diag(J

1
–1, …, J

n
–1). 

Представим матрицу A–1 в виде произведения 
A–1 = A–1/2A–1/2, где A–1/2 = diag(J

1
–1/2, …, J

n
–1/2). 

Тогда несимметричная матрица A–1C по доб
на симметричной матрице A–1/2CA–1/2 с пре об ра
зующей матрицей A–1/2. На основании свойств 
подобных матриц [17, 24, 30] собственные значе
ния матриц A–1C и A–1/2CA–1/2 совпадают, а соб
ственные векторы матрицы A–1C получаются из 
собственных векторов матрицы A–1/2CA–1/2 путем 
умножения их слева на матрицу A–1/2. 

В методе Якоби выполняются преобразова ния 
подобия с применением ортогональных ма триц, 
которые не изменяют сферическую (евклидову, 
фробениусову) норму исходной матри цы [21, 22, 
26, 28, 30], т. е. сумма квадратов всех элементов 
преобразуемой матрицы сохраняется. При соот
ветствующем преобразовании координат сохра
няется метрика пространства. Поэтому даже 
для плохо обусловленных матриц не происходит 
значительного накопления погрешностей вычис
лений и точность полученных результатов яв
ляется очень высокой. Метод Якоби, в отличие 
от других методов, позволяет одновременно дос
таточно точно находить как малые, так и боль
шие по величине собственные значения; при 
этом ма лые собственные значения и отвечающие 
им собственные векторы иногда вычисляются 
с го раздо большей точностью, чем в других ме
тодах [23]. Кратные и близкие собственные зна
че ния получаются с такой же точностью, как 
и простые [26, 29].

Для вычисления собственных частот и форм 
динамических схем, матрица инерции A которых 
недиагональная (в общем случае — полностью за
полненная), что на практике встречается редко, 
необходимо решать обобщенную проблему (за
дачу) собственных значений Cx = lAx [4, 16, 20–
22, 31]. Ее можно свести к стандартной пробле
ме собственных значений Bx = lx, используя 
разложение симметричной положительно опре
деленной матрицы A по методу квадратного 
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корня Холецкого или спектральное разложение 
этой матрицы.

О подходах к расчету собственных частот 
и форм трансмиссии как системы со многими со-
стояниями. Трансмиссия отличается разно об
разием структурного представления. Ее со сто
яние изменяется на каждой передаче, то есть 
она представляет собой систему со множеством 
возможных состояний. Для формирования урав
нений собственных колебаний таких систем це
лесообразно использовать универсальные урав
нения, содержащие индикаторы состояния. Ра нее 
такой подход применялся только при мо де
лировании динамики движения машины, ее пере
ходных процессов, в которых изменяется со
стояние фрикционных элементов трансмиссии, 
происходит пробуксовка движителей [32, 33].

Особенности задачи расчета собственных 
час тот и форм рассматриваются на конкретном 
примере. На рисунке 1 а показана четырехмас со
вая динамическая схема с упругим звеном, жест
ким дифференциалом и двумя фрикционными 
элементами.

Введение конечных жесткостей устройств. 
Ре альных механических объектов c абсолютной 
жесткостью не существует, их использование свя
зано с идеализацией свойств при схематизации. 
Введение устройств с конечной жесткостью поз
воляет упростить составление уравнений соб ст
венных колебаний и автоматизировать процесс 
формирования матрицы жесткости динамичес
кой схемы.

Замена абсолютно жестких устройств на объек
ты с конечной жесткостью приводит к уве личению 
числа степеней свободы схемы и по явлению до пол
нительных высших собст вен ных частот, вслед ствие 
чего ухудшается обус ловленность схемы. Однако 
это позволяет при менять единый подход к фор
мированию матриц жесткости схем, содержащих 
только упругие звенья, и схем, включающих также 
звенья с аб солютной жесткостью. 

Каждая такая замена добавляет системе вы
сокую собственную частоту, что необходимо учи

тывать при анализе результатов. Чтобы не были 
искажены собственные частоты исходной си сте
мы, конечный уровень вводимых жесткостей C

0
 

должен быть существенно выше, чем у уст ройств 
исходной системы. Поэтому уровень вводи мых 
жесткостей может быть принят в пределах [32]:

C
0
 = C

max
(105 ÷ 106),

где C
max

 — наибольшая из жесткостей упругих 
звеньев расчетной динамической схемы. Ис поль
зование более высоких значений может привес ти 
к вычислительным проблемам.

Жесткий дифференциал D
123

 (см. рисунок 1 а) 
наделяется конечной жесткостью C

123
 (см. ри су

нок 1 b). При включении муфты F и тормоза T 
об разуются жесткие связи, которые при расчете 
также наделяются конечными жесткостями.

Уравнения собственных колебаний динами
ческой схемы на рисунке 1 б имеют вид

где  — моменты инерции сосредоточен
ных масс;  — угловые пере мещения 
и угловые ускорения масс; C

123
 — жесткость 

упругого дифференциала в приведении к первому 
звену; C

34
 — жесткость упругого звена; C

F
, C

T
 — 

жесткости упругого и реактивного звеньев, обра
зующихся при включении муфты F и тормо за T 
соответственно; u — внутреннее передаточ ное 
отношение дифференциала от массы J

1
 к массе J

2
 

при остановленной массе J
3
 [15]. Выражение 

C
123

[ϕ
1
 – uϕ

2
 – (1 – u)ϕ

3
] представляет собой внут

рен ний момент дифференциала, действующий 
на его первое звено J

1
.

Использование индикаторов состояния L. 
В урав нениях (2) для муфты F и тормоза T ис
поль зованы индикаторы состояния L

F
 и L

T
. При 

(1)

(2)

а                b
Рисунок 1 — Четырехмассовая динамическая схема с различными типами устройств: 

а — с жестким дифференциалом; b — с дифференциалом, имеющим конечную жесткость
Figure 1 — Four-mass dynamic scheme with different types of devices: a — with rigid differential; b — with differential having finite stiffness
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этом принято, что значение L = 1 соответствует 
замк нутому состоянию этих устройств, а L = 0 — 
разомк нутому.

Уравнения (2) представляют собой записан
ные в универсальной форме уравнения собст
венных колебаний динамической схемы на рисун
ке 1 b при любом ее возможном состоянии.

Матрица инерции и матрица жесткости ди
намической схемы имеют вид

Рассматриваются два возможных состояния 
ди намической схемы: с замкнутой муфтой F и ра
зомкнутым тормозом T; с замкнутым тормозом T 
и разомкнутой муфтой F. Параметры схемы (мо
менты инерции масс J, кг·м2, жесткости упру
гих звеньев C, Н·м/рад, передаточное отно ше
ние дифференциала u) приведены в таб лице 1. 
Значения жесткостей C

123
, C

F
 и C

T
 приняты 

одинаковыми и равными уровню C
0
, определяе

мому по формуле (1).
Для первого возможного состояния схемы зна

чения индикаторов состояния L
F
 = 1, L

T
 = 0, для 

второго возможного состояния — L
F
 = 0, L

T
 = 1.

Расчеты выполнены с использованием раз ра
ботанной авторами статьи зарегистрирован ной 
про граммы «Расчет частот и форм собст вен ных 
колебаний механических систем про изволь
ной структуры со множеством возможных со
стояний» [34].

Программа реализована на языке програм
мирования C# и предназначена для вычисления 
частот и форм собственных коле баний линейных 
механических систем с сосре доточенными па
раметрами без демпфи рования. Она позволяет 
рассчитывать регулярные ме ха нические си сте
мы [33], как однородные поступательные или 
вращательные, так и посту пательновра ща тель
ные. Программа пригодна для расчета систем 
различной структуры: цепных, раз ветв ленных, 
коль цевых, с реактивными звень ями, содержа щих 
зубчатые передачи и диффе ренциа лы. Системы, 
имеющие множество воз можных состояний, ис
следуются с приме нени ем индикаторов состояния 
муфт и тормозов.

При проведении расчетов в программе урав
нения собственных колебаний не исполь зуют ся, 
а сразу формируются матрицы инерции и жест
кости динамической схемы на основе ее струк ту
ры и значений параметров.

Результаты расчета собственных частот и форм 
колебаний представлены в таблице 2.

Динамическая схема на рисунке 1 а являет
ся полуопределенной [12], поэтому низшая (пер
вая) собственная частота колебаний такой систе
мы равна нулю. Полученные расчетом для схемы 
на рисунке 1 b значения w

1
 близки к нулю, но 

не равны нулю в точности за счет введения для 
жестких соединительных элементов конечных ве
личин жесткости и неизбежно возникающих при 
вычислениях погрешностей.

Для рассматриваемой задачи физический 
смысл имеет только частота w

2
. Найденные выс

шие собственные частоты w
3
 и w

4
 на несколь ко 

порядков отличаются от низшей ненулевой час
тоты w

2
. Указанная особенность связана с заме

ной абсолютно жестких соединительных звеньев 
на объекты с конечной жесткостью, что не ска
зывается на собственных колебаниях системы 

J
1

J
2

J
3

J
4

C
34

C
123

C
F

C
T

u
234

0,05 1,2 0,4 3,0 2,5·104 1,0·1010 1,0·1010 1,0·1010 –2,43

Таблица 1 — Параметры четырехмассовой динамической схемы (см. рисунок 1 б )
Table 1 — Parameters of the four-mass dynamic scheme (see Figure 1 b)

Муфта F замкнута, тормоз T разомкнут Муфта F разомкнута, тормоз T замкнут

w
1

x
11

x
21

x
31

x
41

w
1

x
11

x
21

x
31

x
41

0,002 1,0 1,0 1,0 1,0 0,001 1,0 0 0,292 0,292

w
2

x
12

x
22

x
32

x
42

w
2

x
12

x
22

x
32

x
42

153,248 1,0 1,0 1,0 –0,55 183,387 1,0 0 0,292 –0,096

w
3

x
13

x
23

x
33

x
43

w
3

x
13

x
23

x
33

x
43

360745 1,0 –0,152 0,33 0 86994 1,0 –1,001 –0,429 0

w
4

x
14

x
24

x
34

x
44

w
4

x
14

x
24

x
34

x
44

788369 1,0 0,058 –0,299 0 737628 1,0 0,103 –0,429 0

Таблица 2 — Собственные частоты ω
k
, рад/с, и собственные формы x

ik
 четырехмассовой динамической схемы (см. рисунок 1 б )

Table 2 — Natural frequencies ω
k
, rad/s, and natural modes x

ik
 of the four-mass dynamic scheme (see Figure 1 b)
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в исследуемом диапазоне частот. Количество по
лучаемых при рассматриваемом подходе «фик
тивных» высших собственных частот равно чис
лу входящих в схему при каждом ее состоянии 
жестких элементов. Схема на рисунке 1 а содержит 
два таких элемента: жесткий дифференциал D

123
 

и жесткую связь, образующуюся при включении 
муфты F (для первого возможного состояния) или 
тормоза T (для второго возможного состояния). 
Поэтому после расчета необходимо «отбрасывать» 
соответствующее количество найденных выс ших 
собственных частот (и отвечающие им собст
венные формы), как не имеющих реального фи
зического смысла.

Заключение. Трансмиссии мобильных машин 
представляют собой сложные механические си
стемы, отличающиеся значительным струк тур
ным и компонентным разнообразием, а также 
на личием множества возможных состояний, свя
занного с переключением на передачах эле мен
тов управления. При расчете частот и форм соб
ственных колебаний таких систем целе сооб разно 
применять универсальные методы.

Предлагается использовать подход, основан
ный на сведении рассматриваемой задачи к оп
ределению собственных значений и собствен ных 
векторов матрицы специального вида. Вы пол
нение предварительного преобразования мат
рицы к симметричному виду дает возможность 
применять итерационный численный метод вра
щений Якоби. Эффективность метода заклю
чается в использовании преобразований подобия 
с ортогональными матрицами, благодаря чему 
сохраняется метрика пространства. Наличие ука
занного свойства позволяет находить с очень 
вы сокой точностью все собственные частоты 
и формы колебаний плохо обусловленных дина
мических схем, параметры элементов которых 
отличаются на несколько порядков.

Для упрощения составления уравнений соб
ст венных колебаний схемы и автоматизации 
про цесса формирования матрицы жесткости аб
со лютно жесткие соединительные звенья наде
ляются конечными жесткостями. Появ ляю щи
еся при таких заменах дополни тельные выс шие 
собственные частоты рассматриваются как «фик
тивные», не имеющие реального физи чес кого 
смысла.

Предложен новый подход к составлению урав
не ний собственных колебаний систем со мно
жеством возможных состояний. Для этого ис
пользуются индикаторы состояния устройств 
с пе ременной структурой, что позволяет получить 
уни версальные уравнения, описывающие ко ле ба
ния системы при любом ее возможном состоянии.

Эффективность разработанной методики 
и ос нованной на ней зарегистрированной ком
пью терной программы продемонстрирована при
мером расчета частот и форм собственных ко

лебаний четырехмассовой динамической схе мы, 
содержащей характерные типы устройств.

Список литературы
1. Бидерман, В.Л. Теория механических колебаний: учеб. 

для вузов / В.Л. Бидерман. — М.: Высш. шк., 1980. — 408 с.
2. Пановко, Я.Г. Основы прикладной теории колебаний 

и удара / Я.Г. Пановко. — Изд. 3е, доп. и перераб. — Л.: 
Машиностроение (Ленингр. отдние), 1976. — 320 с.

3. Бабаков, И.М. Теория колебаний: учеб. пособие / 
И.М. Бабаков. — 4е изд., испр. — М.: Дрофа, 2004. — 591 с.

4. Тимошенко, С.П. Колебания в инженерном деле: пер. 
с англ. Л.Г. Корнейчука / С.П. Тимошенко, Д.X. Янг, 
У. Уивер; под ред. Э.И. Григолюка. — М.: Машиностроение, 
1985. — 472 с.

5. Яблонский, А.А. Курс теории колебаний: учеб. пособие / 
А.А. Яблонский, С.С. Норейко. — 4е изд., стер. — СПб.: 
Лань, 2003. — 256 с.

6. Стрелков, С.П. Введение в теорию колебаний: учеб. для 
вузов / С.П. Стрелков. — 2е изд., перераб. — М.: Наука, 
1964. — 440 с.

7. Обморшев, А.Н. Введение в теорию колебаний: учеб. по
собие для втузов / А.Н. Обморшев; под ред. В.В. Петро
ва. — М.: Наука, 1965. — 276 с.

8. Ильин, М.М. Теория колебаний: учеб. для вузов / 
М.М. Ильин, К.С. Колесников, Ю.С. Саратов; под. общ. 
ред. К.С. Колесникова. — М.: Издво МГТУ им. Н.Э. Бау
мана, 2001. — 272 с.

9. Смирнов, А.Ф. Устойчивость и колебания сооружений / 
А.Ф. Смирнов. — М.: Трансжелдориздат, 1958. — 571 с.

10. Филин, А.П. Прикладная механика твердого дефор ми ру
емого тела: сопротивление материалов с элементами тео
рии сплошных сред и строительной механики: в 3х т. / 
А.П. Филин. — М.: Наука, 1981. — Т. 3: Динамика и ус
тойчивость деформируемых систем. — 480 с.

11. Цзе, Ф.С. Механические колебания: пер. с англ. Я.А. Ло
севса, С.В. Эглита / Ф.С. Цзе, И.Е. Морзе, Р.Т. Хинкл; под 
ред. И.Ф. Образцова. — М.: Машиностроение, 1966. — 508 с.

12. Тонг, К.Н. Теория механических колебаний: пер. с англ. 
О.В. Лужина / К.Н. Тонг; под ред. А.П. Синицына. — М.: 
Машгиз, 1963. — 351 с.

13. Маслов, Г.С. Расчеты колебаний валов: справ. / Г.С. Мас
лов. — 2е изд., перераб. и доп. — М.: Машиностроение, 
1980. — 151 с.

14. Лихачев, Д.С. Особенности динамической нагруженнос
ти трансмиссии транспортного средства с комбинирован
ной энергоустановкой / Д.С. Лихачев, И.А. Тараторкин, 
С.А. Харитонов // Труды НАМИ. — 2016. — № 4(267). — 
С. 22–31.

15. Альгин, В.Б. Динамика трансмиссии автомобиля и трак то
ра / В.Б. Альгин, В.Я. Павловский, С.Н. Поддубко; под ред. 
И.С. Цитовича. — Минск: Наука и техника, 1986. — 214 с.

16. Вибрации в технике: справ.: в 6ти т. / ред. совет: В.Н. Че
ломей (пред.) [и др.]. — М.: Машиностроение, 1978–
1981. — Т. 1: Колебания линейных систем / И.И. Арто
болевский [и др.]; под ред. В.В. Болотина. — 1978. — 352 с.

17. Фаддеев, Д.К. Вычислительные методы линейной ал геб
ры / Д.К. Фаддеев, В.Н. Фаддеева. — Изд. 2е, доп. — 
М.Л.: Физматгиз, 1963. — 734 с.

18. Демидович, Б.П. Основы вычислительной математики: 
учеб. пособие для втузов / Б.П. Демидович, И.А. Марон. — 
Изд. 3е, испр. — М.: Наука, 1966. — 664 с.

19. Крылов, В.И. Начала теории вычислительных методов. 
Линейная алгебра и нелинейные уравнения / В.И. Кры
лов, В.В. Бобков, П.И. Монастырный. — Минск: Наука 
и техника, 1985. — 280 с.

20. Уилкинсон, Дж.Х. Алгебраическая проблема собственных 
значений: пер. с англ. В.В. Воеводина, В.Н. Фаддеевой / 
Дж.Х. Уилкинсон. — М.: Наука, 1970. — 564 с.

21. Воеводин, В.В. Численные методы алгебры: теория и ал
горифмы / В.В. Воеводин. — М.: Наука, 1966. — 248 с.

22. Парлетт, Б.Н. Симметричная проблема собственных зна
чений: численные методы: пер. с англ. Х.Д. Икрамова, 
Ю.А. Кузнецова / Б.Н. Парлетт. — М.: Мир, 1983. — 384 с.

23. Деммель, Дж.У. Вычислительная линейная алгебра: 
тео рия и приложения: пер. с англ. Х.Д. Икрамова / 
Дж.У. Деммель. — М.: Мир, 2001. — 430 с.



42

ISSN 1995-0470. МЕХАНИКА МАШИН, МЕХАНИЗМОВ И МАТЕРИАЛОВ. 2018. № 4 (45)

ALGIN Vladimir B., D. Sc. in Eng., Prof. 
Deputy Director General for Research1 
Email: vladimir.algin@gmail.com

GOMAN Arkadiy M., Ph. D. in Eng., Assoc. Prof. 
Head of the Department of Dynamic Analysis and Vibration Diagnostics of Machines1 
Email: ark.goman@gmail.com

SHPORTKO Vladimir V. 
Junior Researcher of the Department of Dynamic Analysis and Vibration Diagnostics of Machines1 
Еmail: llii7pot@yandex.ru

LOGVINETS Tatyana S. 
Junior Researcher of the Department of Dynamic Analysis and Vibration Diagnostics of Machines1 
Еmail: tankatane4ka@mail.ru

1Joint Institute of Mechanical Engineering of the NAS of Belarus, Minsk, Republic of Belarus

Received 02 August 2018.

CALCULATION METHODOLOGY OF THE NATURAL FREQUENCIES 
AND MODES OF MECHANICAL SYSTEMS OF AN ARBITRARY STRUCTURE 
WITH A PLURALITY OF POSSIBLE STATES

Methodical approaches to determination of the natural frequencies and modes of transmissions of mobile machines 
and similar to them badly conditioned systems with a wide natural frequencies spectrum and a plurality of states 
are considered. The problem is solved in a general formulation taking into account the characteristic features of the 
transmission in its schematization. The calculation is reduced to the computation of eigenvalues and eigenvectors 
of a matrix of a special form. An approach based on the preliminary matrix symmetrization and the application 
of the iterative numerical method of Jacobi rotations is used. This allows to evaluate all natural frequencies and 
modes of badly conditioned systems with a very high precision. The process of the system stiffness matrix forming 
is automated by means of replacing the absolutely rigid links (if any) with links with finite stiffness. To form the 
equations of natural oscillations of systems with a plurality of possible states, the use of the state indicators of 
devices with variable structure is suggested. That approach allows to obtain universal equations describing the 
system motion for its any possible state. Based on the developed methodology, a computer program was created and 
registered, an example with its application is given.

Keywords: transmission, natural frequencies and modes, methodology, mechanical system with a plurality of 
possible states, state indicator
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