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Введение. Использование трехслойных кон-
струкций в технике потребовало создания адек-
ватных математических моделей расчета их на-
пряженно-деформированного состояния (НДС) 
и разработки методов решения соответствующих 
краевых задач.

Теория деформирования круговых трехслой-
ных пластин с несжимаемыми заполнителями при 
внешних различного рода силовых воздействиях 
в настоящее время разработана достаточно полно.

В монографии [1] сформулированы различ-
ные начально-краевые задачи динамики неодно-
родных, в том числе трехслойных, оболочек при 
нестационарных нагрузках, разработанных киев-
скими учеными Института механики им. С.П. Ти-
мошенко. В статьях [2–7] приведены решения 
конкретных задач о свободных и вынужденных 
колебаниях трехслойных стержней, пластин 
и оболочек в условиях флаттера, при ударных, 
резонансных и локальных нагрузках. Работа [8] 

УДК 539.3

Э.И. СТАРОВОЙТОВ, д-р физ.-мат. наук, проф.
заведующий кафедрой «Строительная механика»1 
E-mail: edstar0@yandex.by

Ю.В. ЗАХАРЧУК, канд. физ.-мат. наук
старший преподаватель кафедры «Строительные технологии и конструкции»1 
E-mail: zakharchuk.julia2@mail.ru

1Белорусский государственный университет транспорта, г. Гомель, Республика Беларусь

Поступила в редакцию 05.06.2019.

НЕЛИНЕЙНОЕ ДЕФОРМИРОВАНИЕ ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ 
СО СЖИМАЕМЫМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ

Приводится постановка краевой задачи о деформировании круглой трехслойной пластины со сжимае-
мым заполнителем, находящейся под действием осесимметричной нагрузки. Для описания кинематики 
пакета приняты гипотезы ломаной линии. В тонких несущих слоях справедливы гипотезы Кирхгофа. 
В относительно толстом сжимаемом по толщине легком заполнителе выполняется гипотеза Тимошен-
ко с линейной аппроксимацией радиальных перемещений и прогиба по толщине слоя. Работа сдвиговых 
напряжений и напряжений обжатия в заполнителе предполагается малой и не учитывается. Физиче-
ские уравнения состояния в слоях пластины описываются соотношениями нелинейной теории упруго-
сти. Уравнения равновесия получены вариационным методом Лагранжа. Сформулированы граничные 
условия на контуре пластины. Решение краевой задачи сведено к нахождению четырех искомых функ-
ций — прогиба нижнего слоя, сдвига, радиального перемещения и функции обжатия в заполнителе. Эти 
функции удовлетворяют неоднородной системе обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений. 
Для ее решения применен метод последовательных линейных приближений, основанный на методе упру-
гих решений Ильюшина. Получено общее итерационное аналитическое решение поставленной краевой 
задачи в функциях Бесселя. Проведен его параметрический анализ при равномерно распределенной на-
грузке и жесткой заделке контура пластины. Численно исследовано влияние нелинейности материалов 
слоев и сжимаемости заполнителя на напряженно-деформированное состояние пластины. Приведены 
соответствующие графики распределения деформаций и областей нелинейности по радиусу пластины.

Ключевые слова: нелинейная упругость, круглая трехслойная пластина, сжимаемый заполнитель, 
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посвящена изучению несущей способности коль-
цевой волокнистой трехслойной пластины. Ма-
тематические модели квазистатического дефор-
мирования физически нелинейных трехслойных 
элементов конструкций, постановки краевых 
задач, методы их решения приведены в моногра-
фии [9]. Циклическое квазистатическое дефор-
мирование упругопластических слоистых оболо-
чек и пластин исследовалось в работах [10–12]. 
В публикациях [13–17] проведено исследование 
деформации изгиба сэндвич-пластин в зависи-
мости от вида ячеистого заполнителя, наличия 
упругих опор либо упругого основания, функцио-
нально-градиентных свойств материалов. Расчеты 
НДС трехслойных упругопластических стержней 
и круговых пластин с несжимаемым заполнителем 
при термосиловом деформировании нагрузками 
различного вида содержатся в статьях [18–20]. 
Механико-математическая модель деформиро-
вания упругих трехслойных круговых пластин со 
сжимаемым заполнителем предложена в публика-
циях [21, 22].

В предлагаемой работе приводится постанов-
ка краевой задачи и ее решение для круговой фи-
зически нелинейной трехслойной пластины с уче-
том сжимаемости заполнителя.

1. Постановка краевой задачи. Рассматривает-
ся круговая трехслойная пластина с легким сжи-
маемым заполнителем (рисунок 1), материалы 
слоев которой деформируются физически нели-
нейно. Цилиндрическая система координат r, j, z 
связана со срединной плоскостью заполните-
ля. Кинематические гипотезы: в тонких несущих 
слоях с толщинами h1, h2 справедливы гипоте-
зы Кирхгофа, в достаточно толстом заполнителе 
(h3 = 2с) нормаль остается прямолинейной, но 
поворачивается на некоторый дополнительный 
угол y(r). На внешний слой пластины перпенди-
кулярно верхнему слою действует осесимметрич-
ная распределенная нагрузка q(r). На контуре 
пластины предполагается наличие жесткой диа-
фрагмы, препятствующей относительному сдви-
гу слоев и обжатию заполнителя (y = 0, v = 0 при 
r = r0). Искомые функции: w(r) — прогиб нижнего 
слоя (2); u(r) — продольное перемещение средин-
ной плоскости заполнителя; v(r), y(r) — функция 
обжатия и сдвиг в заполнителе.

В этом случае принимается, что функция об-
жатия изменяется линейно по толщине заполни-
теля. Радиальные и поперечные перемещения в 

слоях u(k)(r, z) и w(k)(r, z) (k = 1, 2, 3 — номер слоя) 
выражаются через искомые функции следующи-
ми соотношениями:
 � в несущих слоях 1, 2:

 � в заполнителе 3:

где z — координата рассматриваемого волокна 
(запятая в нижнем индексе обозначает операцию 
дифференцирования по следующей за ней коор-
динате).

Введем интенсивности обобщенных внутрен-
них усилий в пластине с помощью компонентов 
тензора напряжений s(k)

a (a = r, j):

где интегралы берутся по толщине k-го слоя.
Уравнения равновесия рассматриваемой трех-

слойной пластины получим, используя вариаци-
онный принцип Лагранжа [9]:

где dА = dА1 + dА2 — вариация работы внешних 
и контурных сил; dW — вариация работы внутрен-
них напряжений.

Считаем, что к внешнему слою пластины при-
ложена осесимметричная распределенная нагруз-
ка q(r), к торцам пластины — усилия и моменты 
T r

0, H r
0, M r

0, Dr
0. Вариация работы внешней по-

верхностной нагрузки:

Вариация работы контурных усилий:

Виртуальная работа сил упругости:

где ea(k) (a = r, j) — компоненты тензора дефор-
маций в k-м слое; dea(k) — вариации деформаций; 

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Рисунок 1 — Расчетная схема трехслойной пластины
Figure 1 — Design model of three-layer plate



28

ISSN 1995-0470. МЕХАНИКА МАШИН, МЕХАНИЗМОВ И МАТЕРИАЛОВ. 2019. № 3(48)

в легком заполнителе пренебрегается работа тан-
генциальных srz

(3) и нормальных sz
(3) напряжений, 

двойной интеграл берется по всей срединной по-
верхности заполнителя S.

Компоненты тензора деформаций в слоях сле-
дуют из перемещений (1) с помощью соотноше-
ний Коши [9]:

Подставив выражения (4)–(6) в уравнение (3) 
и использовав вариации деформаций (7), получим 
систему дифференциальных уравнений равнове-
сия в обобщенных усилиях:

На контуре пластины r = r0 должны выпол-
няться силовые условия:

Для связи напряжений и деформаций в слоях 
пластины используются нелинейные физические 
уравнения состояния [9]:

где sa
(k), эa

(k) — девиаторные и s(k), e(k) — шаровые ча-
сти тензоров напряжений и деформаций; s

z
(3), s rz

(3), 
э

z
(3), эrz

(3) — девиаторы тензоров в заполнителе; Gk, 
Kk — модули сдвиговой и объемной деформации; 
wk(e u

(k)) — функции пластичности Ильюшина ма-
териалов несущих слоев (k = 1, 2), которые при 
e u

(k) ≤ e y
(k) равны нулю; e y

(k) — деформационные 

(7)

(8)

(9)

(10)

пределы текучести материалов несущих слоев; 
w3(e u

(3)) — универсальная функция, описывающая 
физическую нелинейность заполнителя, полагает-
ся равной нулю при e u

(3) ≤ e s
(3); e s

(3) — деформацион-
ный предел физической нелинейности материала 
заполнителя; e u

(k) — интенсивность деформаций:

Разложив компоненты тензора напряжений 
в слоях на линейную и нелинейную составляю-
щие, получим:

где упругие (индекс «е») и неупругие (индекс «w») 
составляющие выражены через девиаторную 
и шаровую части тензора деформаций:

Внутренние усилия в слоях пластины также 
раскладываются на линейную (индекс «е») и не-
линейную (индекс «w») части:

где упругие и нелинейные составляющие вычис-
ляются по формулам (2), в которых напряже-
ния sa

(k) нужно заменить соответственно на sae
(k) 

и saw
(k) из соотношений (11).
Используя (12), обобщенные внутренние уси-

лия представим в виде:

Подставив обобщенные усилия (13) в систему 
уравнений (8), приведем ее к виду

(11)

(12)

(13)

(14)
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Аналогично преобразуются граничные усло-
вия (9):

здесь нижний индекс «e» для простоты опущен.
Нелинейные добавки, сосредоточенные в пра-

вой части уравнений (14), будут равны:

с учетом соотношений (11)–(13).
2. Решение краевой задачи. Линейные (упру-

гие) составляющие обобщенных внутренних уси-
лий можно выразить через искомые функции, ис-
пользуя соотношения (2) и закон Гука, следующий 
из (10) при wk = 0. В результате система уравне-
ний (14) приводится к виду:

где коэффициенты ai и линейные дифференци-
альные операторы:

(15)

(16)

(17)

Краевая задача замыкается добавлением к си-
стеме (17) силовых (15) или кинематических гра-
ничных условий, например, при жесткой заделке 
контура пластины r = r0 должны выполняться тре-
бования

Для решения системы нелинейных дифферен-
циальных уравнений (17) применен метод упругих 
решений Ильюшина, позволяющий переписать ее 
в итерационном виде:

где n — номер приближения.
Нелинейные добавки в (19) вычисляются по 

результатам предыдущего приближения по фор-
мулам типа (16):

Решение итерационной системы дифферен-
циальных уравнений (19):

(18)

(19)
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где Jn(br), Yn(br) — функции Бесселя первого и вто-
рого рода n-го порядка;

где p1, p2 — параметры, выражающиеся через ко-
эффициенты ai; интегралы — определенные с пре-
делами от 0 до r.

Для сплошных пластин из условия ограничен-
ности решения при r = 0 следует:

При заделке контура из граничных условий 
(18) получим константы интегрирования:

(20)

(21)

(22)

3. Численные результаты. Функции нелиней-
ности принимаются в виде [23]:

где Ak, ak — константы нелинейности материалов.
В качестве материала несущих слоев пла-

стины при числовых расчетах принят алюмини-
евый сплав Д16Т, заполнителя — фторопласт-4 
(ПТФЭ). Параметры упругости и нелинейности 
этих материалов, включенные в формулу (23), 
приведены в [23]: для Д16Т A1 = 0,96; a1 = 2,34; 
ey

(1) = 0,735 %; для фторопласта A3 = 0,905; a3 = 1,48; 
es = ey

(3) = 3,3 %.
При численной реализации итерационного 

решения (20)–(22) радиус пластины принимался 
r0 = 1 м. Все геометрические параметры и линей-
ные перемещения отнесены к радиусу r0. Величи-
на нагрузки и толщины слоев подбирались так, 
чтобы нелинейные свойства материалов слоев 
проявились в достаточной степени: q = –3 МПа, 
h1 = h2 = 0,03, c = 0,23.

Полученные результаты подтвердили практи-
ческую сходимость принятого итерационного ме-
тода. За искомое решение принято 4-е приближе-
ние, которое отличается от 3-го менее чем на 1 %. 
Учет физической нелинейности материалов слоев 
приводит к увеличению расчетных значений ис-
комых функций: радиального перемещения — на 
16,9 %; сдвига в заполнителе — 19,4 %; прогиба 
нижнего слоя — 18,1 %; функции обжатия — 16 %.

Изменение радиальных деформаций e r
(k) по 

толщине пластины показано на рисунке 2. Расчет-
ное увеличение деформаций достигает на контуре 
17,6 % и 17,2 % в центре пластины.

(23)

Рисунок 2 — Изменение радиальных деформаций по толщине 
пластины: 1, 2 — упругие; 3, 4 — с учетом нелинейности 

(четные — в центре, нечетные — на контуре)
Figure 2 — Changes of radial deformations in plate thickness: 

1, 2 — elastic; 3, 4 — taking into account nonlinearity 
(even — in the center, odd — on the contour)
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На рисунке 3 приведены графики изменения 
деформации обжатия ez

(3) в заполнителе вдоль ра-
диуса. Учет физической нелинейности материалов 
слоев приводит к увеличению расчетной деформа-
ции на 18,2 %.

Распределение областей физической нели-
нейности материалов слоев (серая заливка) вдоль 
радиуса трехслойной пластины при различных 
величинах нагрузки иллюстрирует рисунок 4. Он 
показывает, что первые пластические деформации 

возникают в центре пластины и затем появляют-
ся на контуре. Весь заполнитель, за исключением 
небольшой области на контуре пластины, дефор-
мируется нелинейно.

Следует отметить, что прогиб пластины 
с несжимаемым заполнителем практически со-
впадает с прогибом срединной плоскости запол-
нителя при учете сжимаемости. Максимальное от-
личие от него прогибов несущих слоев составляет 
около 42 %.

Заключение. Полученное аналитическое ре-
шение позволяет проводить алгоритмизацию ите-
рационного процесса и численные исследования 
НДС круглой трехслойной линейно и нелинейно 
упругой пластины при осесимметричных нагруз-
ках с учетом обжатия заполнителя. Учет сжима-
емости заполнителя и физической нелинейно-
сти материалов слоев приводит к существенному 
уточнению НДС рассматриваемой трехслойной 
пластины.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
БР ФФИ (проект № Т18Р-090).

Обозначения
q(r) — внешняя распределенная нагрузка, Па;
w(r) — прогиб пластины, м;
y(r) — относительный сдвиг в заполнителе, рад;
u(r) — продольное перемещение срединной пло-
скости заполнителя, м;
v(r) — функция обжатия заполнителя, м;
hk — толщины слоев (k = 1, 2, 3), м;
Gk, Kk — модули сдвига и объемной деформации, Па;
sa

(k), sz
(3), s rz

(3), ea(k), ez
(3), e rz

(3) (a = r, j; k = 1, 2, 3) — ком-
поненты тензоров напряжений и деформаций, Па;
sa

(k), s r
(3), s rz

(3), эa
(k), эr

(3), эrz
(3) (a = r, j; k = 1, 2, 3) — деви-

аторы напряжений и деформаций, Па;
s(k), e(k) — шаровые тензоры напряжений и дефор-
маций, Па;
T r

0, Hr
0, Mr

0, Dr
0 — интенсивности усилий и момен-

тов на контуре пластины, Па·м, Па·м2;
wk(eu

(k)) — функции нелинейности материалов;
eu

(k) — интенсивность деформаций, б.р.;
L2, L3 — дифференциальные операторы, б.р.;
Jn(br), Yn(br) — функции Бесселя первого и второ-
го рода n-го порядка;
L 2

–1, L 3
–1 — интегральные операторы.
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NONLINEAR DEFORMATION OF CIRCULAR SANDWICH PLATES WITH 
COMPRESSIBLE FILLER

Here is the formulation of the boundary value problem on the bending of an elastoplastic three-layer circular 
plate with a compressible filler. To describe the kinematics of the package, the hypotheses of the polyline are 
accepted. For thin bearing layers, the Kirchhoff hypothesis is accepted. In a relatively thick lightweight filler, the 
Tymoshenko hypothesis is performed with a linear approximation of radial displacements and deflection along the 
layer thickness. The work of shear stresses and compression stresses is assumed to be small and is not taken into 
account. The physical equations of state in the bearing layers correspond to the nonlinear theory of elasticity. The 
inhomogeneous system of ordinary nonlinear differential equations of equilibrium is obtained by the Lagrange 
variational method. Boundary conditions are formulated. The solution of the boundary value problem is reduced 
to finding the four desired functions – the deflection of the lower layer; shear, radial displacement and compression 
function in the filler. These functions satisfy an inhomogeneous system of ordinary nonlinear differential equations. 
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МЕХАНИКА ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА

The method of successive approximations based on the method of elastic solutions of Ilyushin is applied for the 
solution. The general iterative analytical solution of the boundary value problem in Bessel functions is obtained. Its 
parametric analysis is carried out at uniformly distributed load and rigid sealing of the plate contour. Numerically 
the effect of nonlinearity of the materials of the layers and compressibility of the filler on the stress-strain state of 
the plate is studied. The corresponding graphs of the distribution of deformations and areas of nonlinearity along 
the radius of the plate are given.

Keywords: nonlinear elasticity, three-layer circular plate, compressible filler, deformation
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