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МОДЕЛИРОВАНИЕ БИОМЕХАНИКИ ГЛАЗА 
ПРИ ПНЕВМОТОНОМЕТРИЧЕСКИХ ИСПЫТАНИЯХ 
МЕТОДОМ СУПЕРПОЗИЦИИ ДВИЖЕНИЙ И ДЕФОРМАЦИЙ 
ВЯЗКОУПРУГОГО ТЕЛА

Произвольные точки поверхности роговицы вследствие деформации волнообразно перемещаются прак-
тически от центра зрачка вдоль радиуса глаза, а энергия распространяется в виде волны с быстро зату-
хающей амплитудой. Исследования выявляют микровибрационные движения оболочки глаза вследствие 
кровообращения в микрососудах глаза. Это позволяет выделять максимальное давление в фазе систолы 
и минимальное в фазе диастолы. Мягкая оболочка в начальном (ненагруженном) состоянии не имеет 
собственной формы. Под действием внутреннего давления мягкая оболочка принимает форму, соот-
ветствующую наибольшему объему. В этом случае в материале оболочки возникают растягивающие 
напряжения, образующие вместе с внутренней средой самоуравновешенную систему, в которой формо-
образующая оболочка растянута, а внутренняя среда (жидкость, гель) сжаты. При любых внешних воз-
действиях и нагрузках вследствие избыточного давления возникают только растягивающие напряже-
ния. Таким образом, внутреннее давление придает мембране необходимую конструктивную жесткость.

Ключевые слова: моделирование, биомеханика, пневмотонометр, движение, деформация, вязкоупругость, 
модель, роговица, импульс, мембрана

Введение. Экспериментальные исследования 
биомеханики глаза человека при пневмотономет-
рических испытаниях показывают, что движение 
точек поверхности роговицы представляет собой 
суперпозицию нескольких механических пере-
мещений под действием импульса воздуха [1]. 
Практически одновременно глаз как целое тело 
поступательно перемещается вдоль оптической 
оси и одновременно совершает вращательные 
движения вокруг центра масс глаза (прецессия 
и нутация). Собственное вращение глаза вокруг 
оптической оси не наблюдается.

Передняя камера глаза ограничена спереди ро-
говицей, а задняя часть (стенка) образуется совокуп-
ностью хрусталика радужной оболочки и заполнена 
жидкостью, создающей внутриглазное давление 
IOP. Задняя камера глаза ограничена склерой, а дно 
ее выстлано сетчатой и сосудистой оболочкой. Спе-
реди расположена конструкция из хрусталика ци-
лиарных мышц и заполнена стекловидным телом, 
представляющим собой гелеобразное вещество.

При пневмотонометрических испытаниях им-
пульс объема воздуха движется вдоль оптической 
оси и взаимодействует с роговицей. Будем моде-

лировать роговицу мягкой оболочкой, т. е. счи-
тать, что материал ее сам по себе имеет нулевую 
сдвиговую жесткость. Подобные материалы слабо 
сопротивляются сжатию, но хорошо сопротивля-
ются растяжению.

Математическая модель реакции роговицы 
на внешний импульс (рисунок 1). Оси x, y систе-
мы координат разместим в плоскости круга 
радиуса R — расстояние до точки, куда возму-
щение роговицы импульсом не доходит. Произ-

Рисунок 1 — Математическая модель 
реакции роговицы глаза на импульс воздуха

Figure 1 — Mathematical model of the corneal response to an air pulse
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вольная точка роговицы M имеет координаты 
, прогиб под дей-

ствием импульса обозначим W(t, x, y, z).
Будем считать, что сопротивление жидкости 

и роговицы зависит от скорости движения точки 
роговицы и от величины прогиба W. Причем в пер-
вом приближении эти зависимости имеют линей-
ный характер.

Уравнение, описывающее динамику мембра-
ны с учетом вязкоупругих сил сопротивления, за-
пишем в виде [2]

где коэффициент k характеризует вязкое, а b — 
упругое сопротивление растяжению; Ф(x, y, t) — 
внешняя сила.

Уравнение (1) называется телеграфным [2]. Так 
как материал оболочки двухмодульный и при сжа-
тии оказывает слабое сопротивление, то мембрана 
прогибается до состояния апланации средней ча-
сти и затем прогиб меняет знак и деформируется 
вогнутостью вверх. Так как при этом происходит 
растяжение, то возникает сопротивление дефор-
мированию мембраны при достижении опреде-
ленной величины прогиба, а оставшаяся часть 
энергии импульса совершает работу по перемеще-
нию глаза, как целого тела, вдоль оптической оси 
и угловые смещения как следствия несовпадения 
оси импульса и оптической оси.

Отметим, что в уравнении (1) не учитывается 
возможное действие сил поверхностного натяже-
ния, т. к. об этом отсутствует экспериментальная 
информация.

Поскольку в первом приближении можем счи-
тать, что деформируемая область глаза имеет осе-
вую симметрию, то перейдем от декартовых коор-
динат x, y к полярным, считая, что W(x, y, t) = W(r, t), 
тогда получим:

Представляя W(r, t) в виде [3]

,

получим для U(r, t) уравнение

Решение неоднородного уравнения (4) за-
писывается в общем случае в интегральном виде 
с помощью функции Грина и имеет очень громозд-
кий вид, поэтому упростим модель, положив, что 
внутриглазное давление в передней камере глаза 
вместе с жидкостью и задней частью камеры, об-

(1)

(2)

(3)

(4)

разованной хрусталиком и мышцами, действуют 
на мембрану (роговицу) как линейно упругое ос-
нование Винклера с конструктивной жесткостью. 
Тогда можно положить (r, t) ≡ 0. Рассмотрим од-
номерное упрощение уравнения (4), наблюдая его 
в плоскости Oxz и полагая, что r = x, y = 0.

В этом случае уравнение (4) запишется в виде 
уравнения Клейна–Гордона [4]:

Вид решений уравнения (5) зависит от знака 

выражения , характеризующего зависи-
 

 
мость между упругостью и вязкостью в рассматри-
ваемой модели глаза.

При b > 0 решение имеет вид [5]:

где J0(x), Y0(x) — функции Бесселя; A, B, C1, C2 — 
произвольные постоянные.

При b < 0 решение имеет вид [5]:

где I0(x), K0(x) — модифицирование функции Бесселя.
Для нахождения A, B, C1, C2 поставим началь-

ные и другие необходимые условия для нахожде-
ния произвольных констант.

Начальные условия сформулируем в виде:

тогда в зависимости от знака b получим следую-
щие уравнения.

При b > 0

В выражении (6) функция Y0(x) при x = 0 обра-
щается в бесконечность. Это соответствует:

Из (10), считая x0 = 0, получим:

В центре роговицы x = 0, тогда из (12) получим:

Подставляя (13) в (12), находим:

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)
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При x = 0 должно быть C1 = C1 = 0.
Таким образом

Чтобы решение в виде (6) было корректно, 
нужно положить b = 0, тогда соответственно на-
чальное условие (10) имеет вид:

или

В начальный момент времени мембрана под 
действием внутреннего давления представляет со-
бой часть сферической поверхности, ограничен-
ную лимбом:

В плоскости лимба расположим координат-
ную плоскость Oxy.

Тогда начальный профиль мембраны предста-
вим в виде (рисунок 2):

Представим (17), (18) в окрестности центра ро-
говицы в виде разложений правой и левой частей 
в степенные ряды с учетом (18), тогда получим:

Приравниваем члены при одинаковых степе-
нях x:

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

Из (20) следует:
W00 = A;

при b < 0.
Рассмотрим теперь нахождение произвольных 

постоянных при b < 0 согласно формуле (8). Ис-
ходя из условия конечности перемещений в цен-
тре зрачка требуется положить B = 0, тогда реше-
ние (8) запишется в виде:

Начальное условие (10) имеет вид:

Полагая x0 = 0, получим из (23):

В центре роговицы x = 0, тогда из (24) следует

Подставляя (25) в (24), получим:

Из (26) находим при x = 0:
C1 = C2 = 0.

Таким образом

Подставляя (27) в (22), получим решение в об-
щем виде.

Начальное условие записывается в виде

Таким образом

Подставим разложения правой и левой час-
тей (29) в степенные ряды

Приравнивая члены при одинаковых степе-
нях x, получим:

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(31)Рисунок 2 — Начальный профиль мембраны (роговицы)
Figure 2 — Initial profile of the membrane (cornea)
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Из (31) найдем
W00 = A;

Рассмотрим второе начальное условие

При b > 0, дифференцируя (6) при t = 0, по-
лучим

Будем считать, что импульс длится до момента, 
когда мембрана начинает оказывать сопротивление, 
останавливаясь в нижнем положении так, что глаз-
ное яблоко начинает двигаться как целое тело. Это 
следует из модели мембраны как мягкой оболочки, 
почти не оказывающей сопротивления сжатию:

Тогда профиль g(x) представляет собой пара-
болу, которая описывает профиль скорости в труб-
ке пневмотонометра (рисунок 3):

При x =0, t = 0, g(x) = V0, тогда из (34) следует

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

Рассмотрим условия (34), (36), раскладывая 
J1(x0) в ряд:

Из (34) следует

Рисунок 3 — Профиль скорости в тонометре g(x) 
представляет собой параболу

Figure 3 — Speed profile in the tonometer g(x) is a parabola
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Размерность — (C2 + x) – (C1 + at), тогда размер-  

ность C2 – x, C1 – at, а размерность скорости :

Рассмотрим теперь уравнение волнового движе-
ния мембраны в полярной системе координат в виде

Представим решение (37) в виде

Подставляя (38) в (37), получим:

Приведя подобные члены, получим:

Решение уравнения (39) запишем в виде

где  — функции Бесселя первого 

и второго рода; 

Так как при r = 0 решение по физическому 
смыслу должно быть конечным, то B = 0.

Таким образом, имеем

Решение U ≡ 0 удовлетворяет (39), поэтому 
представляет интерес найти условия существо-
вания нулевых решений при определении l, ко-
торые являются собственными значениями. Для 
нахождения собственных значений обычно фор-
мулируется задача Штурма–Лиувилля для урав-
нения (39). Задаются нулевые краевые условия, 
которые в данной задаче можно сформулировать, 
исходя из физических условий. Первое условие 
дало B = 0. Второе условие сформулируем исходя 

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)
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из того, что деформация волнообразного измене-
ния роговицы быстро затухает и на лимбе пере-
мещение равно нулю. Поэтому положим, что при 
r = r0, U(r) = 0. Из (41) тогда следует

Уравнение (42) представляет собой соотноше-
ние для нахождения простых вещественных кор-
ней функции Бесселя первого порядка, которых 
имеется бесконечное число, и они связаны соот-
ношением

Таким образом, собственными функциями за-
дачи являются функции

а собственными значениями

Тогда общее решение (37) имеет вид:

Коэффициент An находим из начальных условий

Умножим обе части (47) на  и проин-

тегрируем обе части равенства на промежутке 
[0, r0]. Тогда с учетом свойства ортогональности 
функций и формул для квадрата их нормы по-
лучим

Из (48) получим

Второе начальное условие

дает с учетом (46)

Умножая g(r) на  и интегрируя анало- 

гично предыдущему, получим

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

Из (52) следует

Подставляя Ak из (49) в (53), получим

Ограничиваясь первыми двумя членами ря-
да (46) запишем решение в виде

Значения m1, m2 находятся по таблице нулей 
функций Бесселя:

m1 = 2,4048; m2 = 5,5201.
Тогда из (45) получаем

Величина радиуса лимба r0 является индиви-
дуальной геометрической характеристикой ро-
говицы глаза конкретного человека. Значения l 
выражаются через механические характеристики 
роговицы глаза конкретного человека. Среднее 
значение коэффициентов упругости и вязкости 
зависит от возраста:

В (57) задаем известные коэффициенты, на-

пример, , и находим  или используем 

другие комбинации. На практике нужно брать значе-
ния, ближайшие к экспериментальным данным.

Поступательное движение глазного яблока под 
воздействием импульса воздуха. Эксперименталь-
ные наблюдения [6] показывают, что часть энер-
гии импульсов воздуха вызывает не только дефор-
мацию роговицы, но и смещение глазного яблока 
как целого тела вдоль оптической оси. Отмеча-
ется, что это движение начинается с некоторым 
временным запаздыванием после воздействия 
импульса на роговицу. Это объясняется тем, что 
материал роговицы является двухмодульным, т. е. 
имеет разные модули упругости на растяжение 
и сжатие (рисунок 4).

Вследствие этого роговица под действием им-
пульса воздуха деформируется в зоне действия 
(площади S) импульса до состояния апланации 
практически без сопротивления. После прохожде-
ния плоского состояния мембрана начинает рабо-
тать на растяжение и испытывает сопротивление 

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)
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так, что при достижении некоторой величины 
растяжения сопротивление дальнейшему растя-
жению оказывается выше сопротивления посту-
пательному движению глазного яблока как целого 
вдоль оптической оси.

Рассмотрим двухмассовую модель глазного 
яблока, исходя из того, что передняя камера меж-
ду роговицей и хрусталиком имеет структуру и 
физико-механические свойства, отличные от 
структуры и физико-механических свойств стек-
ловидного тела. Поэтому рассмотрим модель гла-
за, схематически изображенную на рисунке 5.

Часть глаза m2 находится в глазнице и окруже-
на слоем жироподобного материала, обладающего 
свойством упругости и вязкости.

Часть глаза m1, как уже было сказано выше, 
обладает вязкоупругими свойствами.

Граница между m1, m2 образована хрусталиком 
и мышечными тканями и в общем случае также 
обладает вязкоупругими свойствами.

Схема глазного яблока, учитывающая вышепе-
речисленные свойства, изображена на рисунке 6.

Для простоты считаем, что поверхность глаз-
ницы, по которой перемещаются m1, m2, абсолют-
но гладкая, однако не составляет труда обобщить 
модель с учетом сухого и жидкого трения.

Динамика поступательного движения модели 
глаза описывается уравнениями:

(58)

В векторно-матричной форме уравнения дви-
жения (58) имеют вид:

Тогда в выражениях для кинетической T и потен-
циальной П энергий отсутствуют произведения x1, x2

:

Следовательно, x1, x2 являются главными (нор-
мальными) координатами. Диссипативная функ-
ция имеет вид:

Решение уравнений (58) ищется в виде:

Характеристическое уравнение имеет вид:

Обозначим

Решение запишем в виде

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

Рисунок 4 — Диаграмма нагружения для двухмодульного материала: 
E1 — модуль Юнга на растяжение; Е2 — модуль Юнга на сжатие

Figure 4 — Loading diagram for a two-module material: 
E1 — Young’s modulus of tension; Е2 — Young’s modulus 

of compression

Рисунок 5 — Схема глазного яблока в виде двухмассовой системы
Figure 5 — Diagram of the eyeball as a two-mass system

Рисунок 6 — Схема модели вязкоупругого глазного яблока: 
Сi — коэффициенты жесткости (упругости); 

hi — коэффициенты вязкости; m1, m2 — масса передней 
и задней частей глазного яблока

Figure 6 — Diagram of the viscoelastic eyeball model: 
Сi — stiffness (elasticity) coefficients; hi — viscosity coefficients; 

m1, m2 — mass of the front and back parts of the eyeball
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Если сопротивление (вязкость) достаточно 
большое, то апериодическое движение описыва-
ется уравнениями:

Воздействие воздушного импульса на роговицу 
глаза и термодинамика глаза. Движение воздуха 
по трубке тонометра имеет ламинарный характер, 
определяемый параболическим профилем (ри-
сунок 7).

Зависимость v от y имеет вид

где vc — скорость пристеночная; v0 — скорость 
в центре трубки.

Для турбулентного течения профиль скорости 
имеет вид с упрощением в центре радиуса r0 (ри-
сунок 8).

Зависимость v от y можно записать в виде

Формула Рейнольдса дает критерий типа 
течения.

(67)

(68)

(69)

В первом приближении можно заметить па-
раболический импульс воздуха прямолинейным 
импульсом с некоторой средней высотой H = <V>:

Таким образом, можем рассмотреть взаимо-
действие импульса воздуха с роговицей на основе 
решения классической задачи с применением тео-
ремы Эйлера [7]. В этом приближении роговица 
представляет собой плоскость, жесткость которой 
определяется только внутриглазным давлением 
с одной стороны, а с другой стороны на эту плос-
кую мембрану действует импульс воздуха (ри-
сунок 9).

Согласно теореме Эйлера [8], давление Р 
на стенку (роговица глаза) вычисляется по фор-
муле [9]

где S — площадь поперечного сечения импульса 
(S = pr 2); r — плотность воздуха в струе; V — сред-
няя скорость падения импульса на роговицу.

Под действием импульса происходит измене-
ние состояния глаза.

Рассмотрим первый и второй законы термоди-
намики в рассматриваемой задаче. Можно считать, 
что та часть глаза, которая подвергается воздей-
ствиям внешней среды за счет связи с остальной 
частью глаза и организма, является открытой си-
стемой, происходящие в ней процессы обратимы. 
Глаз достаточно быстро после выведения его из 
устойчивого состояния возвращается в него, без 
возникновения колебательных переходных движе-
ний температурных флуктуаций.

Кратко опишем фазы, которые можно условно 
выделять в данном процессе.

В первой фазе под действием давления P 
роговица деформируется, достигает состояния 
апланации. Так как мембрана не оказывает сопро-
тивления изгибу, то противодействует внешнему 
давлению P только внутриглазное давление P0. 
Так как при этом внутренний объем передней ка-
меры глаза уменьшается, то должно возрасти P0. 
Это сжатие идет без изменения температуры, 
т. е. изотермически, внутренняя энергия изме-
няется за счет механической энергии сжатия, 

(70)

(71)

Рисунок 7 — Профиль линейной скорости при ламинарном течении
Figure 7 — Linear velocity profile for laminar flow

Рисунок 8 — Профиль линейной скорости при турбулентном течении
Figure 8 — Linear velocity profile for turbulent flow

Рисунок 9 — Схема взаимодействия воздуха со стенкой-мембраной
Figure 9 — Scheme of interaction of air with the membrane wall
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переноса массы. Первый закон термодинами- 
ки имеет вид

U2 – U1 = AI + ZI,
где A — механическая работа сжатия; Z — энергия 
переноса массы.

Нет экспериментальных данных, свидетель-
ствующих об изменении химического состава 
глаза под действием давления P, поэтому в (72) 
не входят соответствующие члены.

Вторая фаза начинается с деформации мембра-
ны от плоского состояния до предельного вогнутого 
(рисунок 10).

Так как мембрана оказывает сопротивление 
растяжению, то в прогнутом состоянии в ней по-
является напряжение t. Прогиб W увеличивается 
до некоторого значения Wпред, которому соответ-
ствует растягивающееся предельное напряже-
ние tпред. Первый закон имеет вид

U3 – U2 = AII + ZII.
Как показывают экспериментальные данные, 

энергия воздушного импульса не целиком расхо-
дуется на деформацию роговицы. При достиже-
нии Wпред глазное яблоко начинает поступательно 
перемещаться в глазнице как твердое тело с на-
ложенными связями типа упруго-вязких пружин. 
Поэтому в третьей фазе совершается работа, а пер-
вый закон термодинамики имеет вид

U4 – U3 = AIII + ZIII,
где AIII — работа; ZIII — перенос массы.

В третьей фазе, кроме работы и переноса мас-
сы поступательного движения яблока глаза, воз-
можно также вращательное движение глаза, о чем 
свидетельствуют экспериментальные данные. Это 
происходит, когда ось цилиндра воздушного им-
пульса не совпадает с оптической осью глаза.

В четвертой фазе устанавливается состояние 
равновесия, когда силы сопротивления деформиро-
вания и движения глаза достигают предельных зна-
чений, воздушный импульс исчерпал свою энергию.

(72)

(73)

(74)

Внутренняя энергия достигает максимума 
и под действием запасной внутренней энергии 
упругого деформирования растяжения мембраны 
(роговицы), мышц глаза, напряженных при посту-
пательно-вращательном движении глаза, начина-
ется возвращение состояния глаза в свое исходное 
состояние. Глазное яблоко возвращается в исход-
ное состояние в соответствии с первым законом:

U3 – U4 = AIV + ZIV.
В пятой фазе роговица под действием сил на-

пряжений растяжения t и внутриглазного давле-
ния переходит в состояние апланации:

U2 – U3 = AV + ZV.
В шестой стадии под действием внутриглаз-

ного давления роговица возвращается в исходное 
состояние. Возможно, в этой стадии в мембране 
возникают растягивающие напряжения, что уве-
личивает жесткость мембраны и может служить 
для диагностики внутриглазного давления:

U1 – U2 = AVI + ZVI
.

Таким образом, с термодинамической точки 
зрения, процесс обратимый, циклический, что 
подтверждает суммирование всех соотношений 
(72)–(77). Левая часть обращается в ноль, правая 
тоже, т. к. работа потенциальных сил на замкну-
том пути равна нулю, а энергия переноса вещества 
без изменения состава также равна нулю [10].

Рассмотрим второй закон термодинамики при-
менительно к пневмотонометрическим испытани-
ям глаза.

Обозначим начальное термически равновес-
ное состояние глаза до воздействия воздушного 
импульса A0 через другое термически равновесное 
состояние, в которое глаз переходит под воздей-
ствием воздушного импульса, через A. Энтропия, 
характеризующая направление течения процессов 
в системе при переходе из состояния A0 в состоя-
ние A [10]:

где интегрирование проводится вдоль любого ква-
зистатического процесса, связывающего состоя-
ния A и A0; dQ — количество тепла, поглощаемое 
системой при температуре Т за бесконечно малую 
часть всего процесса.

В дифференциальной форме

Используя первый закон термодинамики 
в форме

dQ = dU – dA – dZ,
получим из (79)

Знак над дифференциалом обозначает, что 
дифференцируемая функция не является полной. 
В нашем случае силы потенциальные и поэтому 
дифференциалы полные.

(75)

(76)

(78)

(79)

(80)

(81)

Рисунок 10 — Схема деформирования мембраны в I и II фазах
Figure 10 — Diagram of membrane deformation in phases I and II
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Предположение, что процессы, которые рас-
сматриваются, квазистатические, оправдано, т. к. 
они изотермические без переноса тепла, скорость 
которого значительно меньше скоростей механи-
ческих процессов.

Уравнение Гиббса объединяет первый и вто-
рой законы термодинамики [11]:

В (82) не учитываются члены, связанные с хи-
мическими превращениями.

Последний член характеризует работу обоб-
щенных сил.

Запишем первый и второй законы термодина-
мики в виде

Процесс перехода между состояниями A1 и A2 

может быть реализован только при выполнении не-
равенства (84). Таким образом, при сделанных пред-
положениях неравенство (84) представляет собой 
условие возможности изменения состояния. Для 
циклического процесса DS = 0, откуда следует, что 
если энтропию S рассмотреть как меру неопреде-
ленности, то глаз должен возвращаться в исходное 
состояние без каких-либо изменений в его началь-
ном состоянии. В этом случае информация Y = –S 
также остается неизменной и, таким образом, ин-
формация, полученная из пневмотонометрических 
испытаний, имеет значение для диагностики IOP.

Вращательное плоское движение глазного ябло-
ка вокруг центра масс. Вращательные степени сво-
боды глаза забирают часть энергии воздушного 
импульса, если ось трубки пневмотонометра не 
совпадает с оптической осью. В этом случае име-
ется плечо силы и возникает момент силы, под 
действием которого глаз в глазнице совершает 
вращательное движение в плоскости оптической 
оси и плоскости действия силы (рисунок 11).

Колебания глаза в плоскости можно опи-
сать как колебания физического маятника сфе-
рической формы вокруг оси, перпендикулярной 

(82)

(83)

(84)

плоскости и проходящей через точку С1. Будем 
считать колебания малыми, описываемыми вяз-
коупругой модыелью.

Уравнение колебаний должно описывать вос-
становление положения глаза после его поворота 
на некоторый угол под воздействием момента силы.

В общем случае уравнение вращательного 
движения глаза имеет вид:

где Yz — момент инерции глаза относительно 
оси C1; z, a — коэффициент вязкости; m — масса; 
g — ускорение свободного падения; d — расстоя-
ние C0C1; f(t) — момент силы, создаваемый воз-
душным импульсом.

Здесь учитывается, что форма глаза при воз-
действии импульса воздуха меняет свою форму 
сравнительно незначительно. Поэтому в данном 
случае Yz = const.

В начальный момент времени

Преобразуем уравнение (85) к виду, удобному 
для решения:

Решение уравнения (85) при условии (86) име-
ет вид

Пусть сила действия воздушного импульса 
примерно постоянна на интервале t1 = 0 и t = t1 + t, 
тогда (87) преобразуется к виду

Отклонение угла j происходит в течение вре-
мени действия t силы Q, t ≤ t.

Максимальное отклонение глаза находится 
из уравнения, получаемого на основе (87)

Условие максимума отклонения, когда враще-
ние глаза останавливается перед тем, как начать 

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

Рисунок 11 — На схеме: С0С1 = d — плечо силы; С1 — центр масс
Figure 11 — In the scheme: С0С1 = d  — arm of force; 

С1 — center of mass
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возвратное движение в нормальное положение 
(обратно), имеет вид , тогда получим

Или при конечном t получим

Из (92) следует, что максимальное отклонение 
 глаза достигается при , т. е. в том случае, ког- 

да промежуток времени t равен половине перио-
да T * затухающих колебаний.

Коэффициент динамичности l для :

После прекращения действия воздушного им-
пульса глаз возвращается в исходное состояние 
под действием вязкоупругих связей (мышц), при-
ложенных к глазному яблоку. При этом движение 
глаза описывается уравнением свободного движе-
ния, которое имеет вид

В качестве начальных условий возьмем

Экспериментальные данные показывают, что 
возвращение глаза в нормальное состояние про-
исходит без колебательных движений.

Решение (93) с начальными условиями (94) 
имеет вид

При возврате состояния глаза в исходное со-
стояние в некоторый момент t = tкон угол поворота 
глаза должен быть равен нулю. Запишем (95) при 
t = tкон

:

Уравнение (96) при заданных k*, n является 
уравнением относительно tкон.

В случае, если задан момент вращения, когда 
глаз возвращается в исходное состояние, напри-
мер tкон = Т *, то уравнение (96) представляет собой 
уравнение относительно k* и n, т. е. параметров, 
определяющих упругость и вязкость элементов 
глаза при вращательном движении.

Из (96) получаем

или

(91)

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

(97)

(98)

Трансцендентное уравнение решается графи-
чески (рисунок 12):

Если процессы циклов деформирования рого-
вицы, поступательного и вращательного движения 
известны, то тогда возникает задача идентифика-
ции упругих и вязких коэффициентов элементов 
глаза. Эти коэффициенты могут быть определе-
ны и соответствуют модели поведения глаза как 
деформируемого твердого тела, пассивно совер-
шающего механическое движение под действи-
ем воздушного импульса. Однако на самом деле 
глаз такая адаптивная система, меняющая свои 
оптические, механические свойства в зависимо-
сти от решаемых задач. Очевидно, что и реакция 
глаза на внешнее механическое воздействие будет 
адаптивной, что выражается в способности живых 
биологических структур управлять своими упру-
гими и вязкими свойствами.

Глаз под действием воздушного импульса, воз-
действующего на роговицу, старается уменьшить 
возможность повреждающего действия  счет рас-
пределения энергии по степеням свободы. Часть 
энергии совершает работу по деформированию ро-
говицы, часть энергии идет на совершение работы 
поступательного перемещения глаза вдоль опти- 
ческой оси и часть на вращательное движение. 
Когда энергия воздушного импульса исчерпана, 
глаз автоматически возвращается в исходное со-
стояние, при этом энергия внешнего воздействия, 
запасенная за счет упругости элементов глаза, 
расходуется на совершение работы по восстанов-
лению упругости формы.

Рассмотренная модель глаза как пассивной си-
стемы [11], работающей в автоматическом режиме, 
применима для тестовых воздействий простых ти-
пов. Однако глаз, как биологическая система, от-
носится к системам решаемым и адаптивным [1], 
поэтому математическая модель глаза должна 
иметь вид системы уравнения [3].

Предложенная модель пассивного поведения 
глаза может служить для решения задач диагнос-
тики внутриглазного давления, т. е. более точно 
оценивает энергетический баланс внешнего воз-
действия.

Рисунок 12 — Графическое решение трансцендентного уравнения 
Figure 12 — Graphical solution of the transcendental equation
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Заключение. Получена математико-механичес-
кая модель динамики глазного яблока под воз-
действием импульса воздуха, излучаемого пнев-
мотонометром. Энергия импульса деформирует 
роговицу до состояния, когда она оказывает со-
противление и тело глаза начинает двигаться как 
целое поступательно и испытывает вращательные 
движения за счет несоосности объема воздушного 
импульса и оптической оси, экспериментальные 
измерения суммарных и составляющих смещений 
глазного яблока дают результат возвращения глаза 
в исходное состояние. Это делает целесообразным 
применение рассматриваемой вязкоупругой мо-
дели глазного яблока.
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SIMULATION OF EYE BIOMECHANICS IN PNEUMOTONOMETRIC 
TESTS USING METHOD OF SUPERPOSITION OF MOVEMENTS 
AND DEFORMATIONS OF A VISCOELASTIC BODY

Arbitrary points of the surface of the cornea due to deformation wavelike move almost from the center of the pupil 
along the radius of the eye, and the energy is distributed in the form of a wave with a rapidly damped amplitude. 
Studies reveal microvibration movements of the eye shell due to blood circulation in the microcirculation vessels 
of the eye. This makes it possible to allocate the maximum pressure in the systole phase and the minimum pressure 
in the diastole phase. The soft shell in the initial (unloaded) state does not have its own shape. Under the action 
of internal pressure, the soft shell takes the form corresponding to the largest volume. In this case, tensile stresses 
occur in the shell material, forming a self-balanced system together with the internal environment, in which 
the forming shell is stretched, and the internal environment (liquid, gel) is compressed. At any external influences 
and loadings, due to excessive pressure, only tensile stresses arise. Thus, the internal pressure gives the membrane 
the necessary structural rigidity.

Keywords: simulation, biomechanics, pneumotonometer, movement, deformation, viscoelasticity, model, cornea, 
impulse, membrane
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