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Введение. Впервые трехслойные конструкции 
были применены в строительстве еще в середине 
XIX века. В 40-х годах прошлого столетия нача-
ли появляться первые самолеты с трехслойными 
силовыми элементами. В дальнейшем подобные 
конструкции нашли свое применение в аэро-
космическом и транспортном машиностроении, 
строительстве, добыче и транспортировке углево-
дородов. Все это обусловило спрос на слоистые, 
в том числе трехслойные, элементы конструкций. 
В связи с этим возникла необходимость разработ-
ки механико-математических моделей и методов 
расчета трехслойных элементов конструкций на 
различные виды и типы нагрузок. Стержни, пла-
стины и оболочки, имеющие слоистую структуру, 
обычно набраны из материалов с существенно 
различными физико-механическими свойствами. 
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Несущие слои из материалов высокой прочности 
и жесткости предназначены для восприятия ос-
новной части механической нагрузки. Связующие 
слои, служащие для образования монолитной кон-
струкции, предназначены для перераспределения 
усилий между несущими слоями. Такое сочета-
ние слоев позволяет обеспечить надежную рабо-
ту систем в неблагоприятных условиях окружа-
ющей среды (температура, радиация), создавать 
конструкции, сочетающие высокую прочность 
и жесткость с относительно малой массой. 

В настоящее время разработка общей тео-
рии квазистатических деформаций трехслой-
ных конструкций транспортной техники, в том 
числе и пластин, еще не завершена и интенсив-
но продолжается. Вопросам построения теорий 
квазистатических и динамических нагружений 



39

МЕХАНИКА ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА

слоистых элементов конструкций посвящены 
монографии [1–4]. Задачи о свободных и вынуж-
денных колебаниях слоистых, в том числе трех-
слойных пластин и оболочек, рассмотрены в пуб
ликациях [5–9]. 

Публикации [10–11] содержат результаты 
о  поперечных колебаниях трехслойных пластин, 
связанных с упругим основанием Винклера. Ис-
следованы собственные и вынужденные колеба-
ния под действием гармонических, импульсных 
и резонансных нагрузок. Кинематика деформиро-
вания принята соответствующей кинематическим 
гипотезам ломаной линии, решения построены 
в виде разложения в ряд по системе собственных 
ортонормированных функций. Изучены частоты 
собственных колебаний при различных гранич-
ных условиях. 

В работах [12–14] приведена методика расче-
та эффективности виброизоляции однослойного 
и  многослойного ограждений, исследована несу-
щая способность трехслойной волокнистой ком-
позитной кольцевой пластинки и прочностных 
моделей многослойных костей человека. В ста-
тьях [15, 16] разрабатывается теория переменного 
нагружения упругопластических пластин и оболо-
чек. Работы [17–21] посвящены развитию теории 
многослойных оболочек и разработке методов ре-
шения прикладных задач. 

В статьях [22–25] исследуется влияние теп
лового воздействия на трехслойные стержни, 
пластины и оболочки. В несущих слоях предпо-
лагается выполнение гипотез Кирхгофа, в запол-
нителе справедлива гипотеза Тимошенко. В от-
носительно толстом заполнителе учтена работа 
внутренних сил в тангенциальном направлении. 
Решения получены в функциях Бесселя, проведе-
на их численная апробация. Квазистатическое де-
формирование трехслойных пластин на упругих 
основаниях Винклера и Пастернака исследовано 
в [26, 27]. Напряженно-деформированное состоя-
ние трехслойных пластин со сжимаемым заполни-
телем изучалось в статьях [28–30]. 

В классической монографии [31] приводят-
ся задачи о совместном изгибе и растяжении или 
сжатии круглой пластины.

В работах [32, 33] рассматриваются задачи об 
изгибе круглой и кольцевой пластинок на упру-
гом основании Винклера под действием сосре-
доточенной силы, приложенной в произвольной 
точке пластинки. Получены формулы в виде бес-
конечного ряда по собственным функциям. Диф-
ференцированием этих рядов можно получить 
выражения для изгибающих, крутящих моментов 
и поперечных сил в пластинках. 

Следует отметить, что исследование неосе-
симметричного деформирования однослойных 
круглых пластин проводилось, как правило, с ис-
пользованием решения А. Клебша, полученного 
еще в XIX веке [3]. 

Работы, посвященные деформированию трех-
слойной пластины в своей плоскости [34–36], 
рассматривают лишь частные случаи нагруже-
ния: осесимметричное, неосесимметричное ра-
диальной нагрузкой. Поэтому здесь приведена 
общая постановка и методика решения краевой 
задачи о деформировании круговой трехслой-
ной пластины под действием неосесимметрич-
ных нагрузок, предложено решение конкретной 
краевой задачи. 

Постановка краевой задачи. Рассматрива-
ется несимметричная по толщине круглая трех-
слойная пластина с закрепленным контуром. 
Пластина состоит из двух тонких несущих слоев 
высокой прочности и относительно толстого за-
полнителя. На границах слоев перемещения не-
прерывны.

Постановка задачи приводится в цилиндри-
ческой системе координат r, φ, z, связанной со 
срединной плоскостью заполнителя (рисунок 1). 
Предполагается, что на контуре пластины име-
ется жесткая диафрагма, которая препятствует 
относительному сдвигу слоев. В срединной пло-
скости заполнителя приложена результирующая 
распределенная нагрузка, проекции которой на 
координатные оси: pr(r, φ), pφ(r, φ). Под ее воздей-
ствием в пластине возникают радиальные ur(r, φ) 
и тангенциальные uφ(r, φ) перемещения, которые 
в дальнейшем считаются искомыми. 

Соответствующие радиальные и тангенци-
альные деформации будут определяться соотно-
шениями: 

Уравнения равновесия рассматриваемой кру-
глой трехслойной пластины получены с помощью 
вариационного принципа Лагранжа:

δA = δW,

где δA, δW — вариации работы внешней нагрузки 
и внутренних сил упругости:

(1)

(2)

Рисунок 1 — Расчетная схема трехслойной пластины
Figure 1 — Design scheme of a three-layer plate
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Напряжения и деформации в пластине связа-
ны законом Гука, с учетом температуры:

где k — номер слоя; , σ(k), ε(k) — девиатор-
ные и шаровые части тензоров напряжений и де-
формаций; Gk(Tk), Kk(Tk) — термозависимые сдви-
говой и объемный модули упругости материалов; 
α0

(k) — коэффициент линейного температурного 
расширения; ΔTk — приращение температуры 
в k-м слое.

Обобщенные внутренние силы в пластине 
вводятся с помощью компонентов тензора напря-
жений σ(k)

αβ (α, β = r, φ):

После проведения необходимых преобразова-
ний из (2) получим систему дифференциальных 
уравнений равновесия в обобщенных внутренних 
усилиях:

На контуре пластины r = r0 должны выпол-
няться силовые условия:

где T 0
rr, T 0

rφ — заданные на контуре внешние силы.
Выражения внутренних усилий (4) через пе-

ремещения получим, используя деформации (1) 
и напряжения (3):

где коэффициенты

Подставив внутренние усилия (7) в уравнения 
равновесия (5) и проведя замену переменной

r = r0x,

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

получим систему дифференциальных уравнений 
равновесия в перемещениях:

где x — безразмерная радиальная координата; L2 — 
дифференциальный оператор 

Следует отметить, что температура в явном 
виде в уравнения (9) не входит, она влияет толь-
ко на величину модулей упругости материалов 
слоев. Добавив к системе (9) граничные условия 
в  усилиях (6) или перемещениях для закреплен-
ного контура, получим замкнутую краевую задачу 
для определения перемещений в трехслойной пла-
стине при неосесимметричном деформировании 
в ее плоскости. 

Решение краевой задачи. Решение системы 
дифференциальных уравнений (9) предполагаем 
в виде разложения в ряды Фурье:

где ur0(x), uφ0(x) — перемещения от симметрич-
ной части нагрузки, например, температуры; 
u(1)

rn(x), u(2)
rn(x), u(1)

φn(x), u(2)
φn(x) — составляющие 

асимметричных перемещений, зависящие от 
радиальной координаты; n — номер члена ряда; 
pr0(x), pφ0(x) — симметричные составляющие 
нагрузки; prn

(1)(x), prn
(2)(x), p(1)

φn(x), p(2)
φn(x) — асим-

метричные составляющие внешних нагрузок, 
которые вычисляются по формулам:

После подстановки перемещений и нагру-
зок (10) в систему уравнений (9) и необходимых 
стандартных преобразований получим систему 
из четырех обыкновенных линейных дифферен-

(9)

(10)
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циальных уравнений для определения искомых 
функций u(1)

rn(x), u(2)
rn(x), u(1)

φn(x), u(2)
φn(x): 

Частный случай. Пусть неосесимметричные 
нагрузки линейно зависят от радиальной коорди-
наты: 

pr(x, φ) = pr1(1 – x)cosφ;
pφ(x, φ) = pφ1 (1 – x)sinφ,

где pr1 = const, pφ1 = const.
В этом случае pr1

(1)(r) = pr1(1 – x), p(2)
φ1(x) = pφ1 (1 – x). 

Остальные составляющие нагрузок при n > 1 равны 
нулю. Тогда система (11) с учетом (12) прини-
мает вид:

Эта система уравнений распадается на две 
по два уравнения. Решение системы из третьего 
и четвертого уравнений в (13) при нулевых гра-
ничных условиях (отсутствии нагрузки или пе-
ремещений и их производных на контуре) дает 
тривиальное решение:

(11)

(12)

(13)

Решение системы из первых двух уравнений (13) 
будет следующее:

где C1i константы интегрирования; u r1
(1)*(x), u(1)*

φ1(x) — 
частные решения 

Исходя из условия ограниченности перемеще-
ний в центре пластины, необходимо в решении (14) 
положить C12 = C13 = 0. В результате имеем:

Константы интегрирования получим из одно-
родных граничных условий (6):

где

Полные перемещения следуют из (10):

где u r1
(1)(x), uφ1

(2)(x) определяются соотношениями (15), 
с учетом (16), (8). 

Численные результаты. Численная апроба-
ция решения проведена в математическом пакете 

(14)

(15)

(16)
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Maple. Материалы слоев принимались следующие: 
Д16Т–фторопласт-4–Д16Т. Размеры пластины: ра-
диус r0 = 1 м, толщины слоев h1 = 0,02 м, h2 = 0,04 м, 
h3 = 0,4 м. Нагрузка pr1 = 10 МПа, pφ1 = 10 МПа, 
температура принимается усредненной по толщи-
не пластины. Механические характеристики мате-
риалов заимствованы из [3]: для сплава Д16-Т — 
G = 0,267∙105 МПа, K = 0,8∙105 МПа при Т0 = 293 К; 
для фторопласта-4 — G3 = 90 МПа, K3 = 345 МПа. 
Изменения параметров упругости материалов при 
повышении температуры описывается линейной 
формулой Белла [3]. 

Рисунок 2 показывает изменение радиальных 
перемещений ur(x, φ) вдоль радиуса пластины при 
различных значениях угловой координаты (изо-
термическое нагружение T = 293 К). Положитель-
ный знак перемещений показывает растяжение, 
отрицательный — сжатие. Таким образом, первая 
и четвертая четверти пластины растянуты, вторая 
и третья — сжаты. Максимальные значения ради-
альные перемещения достигают по модулю в цен-
тре пластины. 

Аналогичное изменение тангенциальных пере-
мещений uφ(x, φ) иллюстрирует рисунок 3. Макси-
мальные значения тангенциальных перемещений 
совпадают по модулю с радиальными и достигаются 
в центре пластины. Точки верхней части пластины 
перемещаются по часовой стрелке, т. к. соответству-
ющие тангенциальных перемещений отрицатель-
ные, нижней — против часовой стрелки. 

Рисунки 4, 5 иллюстрируют изменения ради-
альных ur(x, φ) (при φ = 0) и тангенциальных uφ(x, φ) 
(при φ  =  3π / 2) перемещений вдоль радиуса 
пластины при различных температурах. При 
нагреве на 30 К перемещения увеличиваются 
примерно на 3,2 %; при нагреве на 80 К — при-
мерно на 7,7 %. 

Выводы. Приведенная методика позволяет 
проводить анализ напряженно-деформированно-
го состояния круговой трехслойной пластины при 

Рисунок 2 — Изменение радиальных перемещений ur(x, φ) 
вдоль радиуса пластины: 1 — φ = 0,2π; 2 — φ = π/4, 7π/4; 

3 — φ = 3π/4, 5π/4; 4 — φ = π
Figure 2 — Change in radial displacements of ur(x, φ) along 

the plate radius: 1 — φ = 0,2π; 2 — φ = π/4, 7π/4; 
3 — φ = 3π/4, 5π/4; 4 — φ = π

неосесимметричных нагрузках в ее плоскости. 
Влияние температуры на перемещения при закре-
пленном контуре незначительно.

Рисунок 4 — Изменение радиальных термосиловых 
перемещений ur(x, φ) вдоль радиуса пластины при φ = 0: 

1 — T = 293 К; 2 — T = 323 К; 3 — T = 373 К
Figure 4 — Change in the thermal-force radial 

displacements ur(x, φ) along the plate radius at φ = 0: 
1 — T = 293 К; 2 — T = 323 К; 3 — T = 373 К

Рисунок 5 — Изменение тангенциальных термосиловых 
перемещений uφ(x, φ) вдоль радиуса пластины при φ = 3π/2: 

1 — T = 293 К; 2 — T = 323 К; 3 — T = 373 К
Figure 5 — Change in tangential thermal-force 

displacements uφ(x, φ) along the plate radius at φ = 3π/2: 
1 — T = 293 К; 2 — T = 323 К; 3 — T = 373 К

Рисунок 3 — Изменение тангенциальных перемещений uφ(x, φ) 
вдоль радиуса пластины: 1 — φ = π/4, 3π/4; 2 — φ = π/2; 

3 — φ = 5π/4, 7π/4; 4 — φ = 3π/2
Figure 3 — Change in tangential displacements uφ(x, φ) along 

the plate radius: 1 — φ = π/4, 3π/4; 2 — φ = π/2; 3 — φ = 5π/4, 7π/4; 
4 — φ = 3π/2
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Список обозначений
pr(x, φ), pφ(x, φ) — внешняя распределенная на-
грузка, МПа;
r, φ, z — цилиндрическая система координат;
ur(x, φ), uφ(x, φ) — радиальные и тангенциальные 
перемещения, м; 
u(1)

rn(x), u(2)
rn(x), u(1)

φn(x), u(2)
φn(x) — радиальные состав-

ляющие перемещений;
Gk, Kk — модули сдвига и объемной деформа-
ции, МПа;
L2 — дифференциальный оператор;
k — номер слоя;
r0 — радиус пластины, м;
x — безразмерная радиальная координата;
h1, h2, h3 — толщины слоев, м;
δА — вариация работы внешних сил; 
δW — вариация работы сил упругости; 
sij

(k), σ(k) — девиаторная и шаровая часть тензора на-
пряжений, МПа;
эij

(k), ε(k) — девиаторная и шаровая часть тензора де-
формаций, б.р.;
prn

(1)(x), prn
(2)(x), p(1)

φn(x), p(2)
φn(x) — радиальные состав-

ляющие внешних нагрузок;
n — номер члена ряда.
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NON-AXISYMMETRIC DEFORMATION OF A CIRCULAR THREE-LAYER 
PLATE IN ITS OWN PLANE

A statement is given for the boundary value problem of non-axisymmetric deformation of an elastic three-
layer circular plate in its own plane. The plate contour is pinched. Physical equations of state in the plate 
layers are described using the linear theory of elasticity, taking into account temperature influence on 
the elastic characteristics of materials. Equilibrium equations are obtained by the Lagrange variational 
method. Boundary conditions on the plate contour are formulated. The solution of the boundary value 
problem is reduced to finding the radial and tangential displacements in the layers of the plate. These 
displacements satisfy an inhomogeneous system of ordinary linear differential equations. To solve it, 
the method of decomposition into trigonometric Fourier series is applied. After substituting the series into 
the original system of equilibrium equations and performing the corresponding transformations, a system 
of ordinary linear differential equations is obtained to determine the four radial functions in each term of 
the series. The analytical solution is written out in the final form in the case of cosine radial and sinusoidal 
circumferential loads that depend linearly on the radial coordinate. The load is applied in the middle plane 
of the filler. Numerical approbation of the solution is carried out. The dependence of radial and tangential 
displacements on polar coordinates and temperature is investigated. Graphs of changes in displacements 
along the radius of the plate for different values of the angular coordinate are given. The weak dependence 
of displacements on temperature is illustrated when the plate contour is fixed.

Keywords: three-layer circular plate, elasticity, non-axisymmetric load, displacements, numerical results
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