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Идея написания данного материала возникла 
у авторов в связи с недостаточным освещением 
в технической литературе и не всегда правильным 
пониманием в научном и университетском сооб-
ществах метода Виллиса для кинематических рас-
четов планетарных механизмов [1–5].

Принцип эквивалентности. При исследова-
нии планетарных (дифференциальных) механиз-
мов используется метод остановки водила h (метод 
Виллиса), заключающийся в мысленном дополни-
тельном вращении звеньев механизма в обратном 
направлении с угловой скоростью, равной угловой 
скорости водила ωh. При данной инверсии водило 
затормаживается, а относительное движение зве-
ньев не изменяется. Получаем так называемый об-
ращенный (виртуальный) механизм [6]. 

Рассмотрим ряд примеров (реальный меха-
низм и обращенные: планетарный с нулевой ин-
версией при ωh  =  0 и дифференциальный с про-
извольной инверсией при ωh  ≠  0) и сравним их 
по ряду критериев: 1) относительная угловая ско-
рость сателлита ωотн; 2) число зубьев сателлита zg, 
входящих в зацепление с центральным колесом 
за единицу времени.

Реальный механизм. В тексте приняты сле-
дующие обозначения: а  — солнечное зубчатое 
колесо; b — эпициклическое зубчатое колесо; h — 
водило; g  — сателлит; Т  — вращающий момент 
на звеньях; Ft — окружные силы в зацеплениях; 
ω — угловая скорость звеньев; d — диаметры на-
чальных окружностей зубчатых колес; Р — мгно-
венный центр скоростей сателлита g. На рисунке 1 
изображена кинематическая схема, планы окруж-
ных и угловых скоростей звеньев трехзвенного ре-
ального планетарного механизма.

Расчет. Приняв значения Ta = 100 Н·м; ωa = 
= 100 рад/с; za = 21; zb = 147; zg = 63; da = 42 мм; 
db = 294 мм; dg = 126 мм, получим:
-- передаточное отношение [7]:

-- угловые скорости звеньев [8]:
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В работе сателлит совершает сложное движе-
ние [9]: абсолютное (вращение вокруг мгновенно-
го центра скоростей Р), относительное (вращение 
относительно собственной оси О1 при непод-
вижном водиле) и переносное (вращение вместе 
с водилом относительно основной оси О). Поло-
жительным будем считать вращение звена по ча-
совой стрелке.

Векторное уравнение абсолютной угловой 
скорости сателлита ωg:

где ωотн — вектор относительной угловой скоро-
сти; ωпрн — вектор переносной угловой скорости, 
равный абсолютной угловой скорости водила ωh. 

Примечание. Так как векторы угловых скоро-
стей планетарных и дифференциальных механиз-
мов с цилиндрическими колесами коллинеарны, 
допускается арифметическое суммирование их 
модулей с учетом направлений.

Тогда относительная угловая скорость сател-
лита g (см. рисунок 1)

ωотн = ωg – ωh = –16,67 – 12,5 = –29,17 рад/с. 

Относительная угловая скорость сателлита по 
Кудрявцеву В.Н. (ωb = 0) [2]:

-- углы поворота сателлита за один оборот зве-
ньев механизма: уравнение абсолютного угла по-
ворота βg сателлита g при его вращении: 

βg = βотн + βпрн, 

где βотн — угол поворота сателлита при его отно-
сительном движении; βпрн — угол поворота сател-
лита при его переносном движении, равный углу 

поворота водила βh. Положительным примем угол 
поворота по часовой стрелке.

Универсальное уравнение определения углов 
поворота сателлита за один оборот солнечного 
зубчатого колеса a (рисунок 2):

–60° = –105° + 45°;
-- число зубьев сателлита, входящих в зацепление 

с солнечным зубчатым колесом за 1 с (минус ука-
зывает на направление вращения сателлита): 

где  число зубьев сателлита g, распо-

ложенных на угле поворота сателлита при его от-
носительном движении βотн и входящих в зацепле-
ние с солнечным колесом a за один его оборот;  
 

 — число оборотов солнечного колеса a за 1 с. 

Обращенный планетарный механизм (рису-
нок 3). С учетом метода остановки водила h (метод 
Виллиса), для рассматриваемой кинематической 
схемы (см. рисунок 1) получим так называемый 
обращенный механизм (виртуальный), в котором 
мысленно изменим вращение звеньев механизма 
в  обратном направлении с угловой скоростью, 
равной угловой скорости водила ωh = 12,5 рад/с. 
При этом водило затормаживается:
-- передаточное отношение: 

Рисунок 1 — План окружных и угловых скоростей звеньев 
реального механизма

Figure 1 — Plan of circular and angular velocities of links 
of a real mechanism

Рисунок 2 — Углы поворота сателлита за один оборот 
солнечного колеса реального механизма

Figure 2 — Satellite rotation angles per one revolution 
of the sun wheel of the real mechanism
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-- угловые скорости звеньев:

Абсолютная угловая скорость сателлита g (см. 
рисунок 3):

Относительная угловая скорость сателлита 
(см. рисунок 3):

Относительная угловая скорость сателлита по 
Кудрявцеву В.Н. (ω′h = 0) [2]:

-- углы поворота сателлита за один оборот сол-
нечного колеса a (рисунок 4):

–120° = –120° + 0;

-- число зубьев сателлита, входящих в зацепление 
с солнечным зубчатым колесом за 1 с: 

Обращенный дифференциальный механизм 
(рисунок 5). В реальной схеме мысленно изме-
ним вращение звеньев в обратном направлении 
на произвольную величину угловой скорости 
Δω = 5,0 рад/с. Получим обращенный дифферен-
циальный механизм, суммирующий вращение ве-
дущих солнечного a и эпициклического b колес 
на выходном звене — водиле h.
-- угловые скорости звеньев:

Из рисунка 5 определим абсолютную угловую 
скорость сателлита ω″g и водила ω″h:

Рисунок 3 — План окружных и угловых скоростей звеньев 
обращенного планетарного механизма

Figure 3 — Plan of circumferential and angular velocities 
of the links of a reversed planetary mechanism

Рисунок 4 — Угол поворота сателлита за один оборот 
солнечного колеса в обращенном планетарном механизме

Figure 4 — Satellite rotation angle per one revolution of the sun 
wheel in the reversed planetary mechanism

Рисунок 5 — План окружных и угловых скоростей звеньев 
обращенного дифференциального механизма

Figure 5 — Plan of circumferential and angular velocities 
of the links of a reversed differential mechanism



26

ISSN 1995-0470. МЕХАНИКА МАШИН, МЕХАНИЗМОВ И МАТЕРИАЛОВ. 2026. № 1(74)

Тогда относительная угловая скорость сател-
лита g (см. рисунок 5):

Относительная угловая скорость сателлита по 
Кудрявцеву В.Н. [2]:

-- углы поворота сателлита за один оборот сол-
нечного колеса a (рисунок 6):

–82,1° = –110,5° + 28,4°;

-- число зубьев сателлита, входящих в зацепление 
с солнечным зубчатым колесом за 1 с: 

Усилия в звеньях планетарного ряда. С це-
лью упрощения расчетов полагаем, что имеется 
один сателлит. Пренебрегая потерями на трение, 

условие равновесного силового состояния плане-
тарного ряда при установившемся режиме движе-
ния (рисунок 7 a) [10–12]:

Ta + Tb + Th = 0.

Для любой схемы планетарной передачи су-
ществует закон рычага сил с точкой вращения, 
расположенной в полюсе зацепления сателлита 
и  неподвижного центрального колеса [10]. Для 
реального планетарного механизма запишем за-
кон рычага сил при неподвижном колесе  b (см. 
рисунок 7 b) с точкой вращения S (рычаг второго 
рода ES ) (положительным будем считать вращаю-
щий момент по часовой стрелке):

TFth + TFta = 0;  Fth·O1S – Fta·ES = 0;
  Fth = 2·Fta.

Из рисунка 7 a определим силы Fta, Fth и мо-
мент Th (при Ta = 100 Н·м):

Решая совместно систему уравнений закона 
рычага сил и условия равновесного силового со-
стояния, определим направление и модуль враща-
ющего момента Tb и окружной силы Ftb на эпици-
клическом колесе b (см. рисунок 7): 

Ta + Tb + Th = 0; Tb = – (Ta + Th);
Рисунок 6 — Углы поворота сателлита обращенного 

дифференциального механизма за один оборот 
солнечного колеса 

Figure 6 — Satellite rotation angles of the reversed differential 
mechanism per one revolution of the sun wheel

a			                  b
Рисунок 7 — Предварительная схема силового равновесного 

состояния: a — планетарного ряда; b — одновенцового сателлита
Figure 7 — Preliminary diagram of the force equilibrium state: 

a — planetary series; b — single-ring satellite
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Ftb = Fta = 4761,9 H;

Проверка:
Ta + Tb + Th = 100 + 700 – 800 = 0.

Окончательно выразим графически (рису-
нок  8) и аналитически принцип распределения 
окружных сил в зацеплении сателлита с централь-
ными колесами:

Fta = Ftb;  Fth = 2·Fta = 2·Ftb.

На рисунке 8 сателлит показан в двух времен-
ных положениях: в начальный t и последующий t1 
момент времени. За время вращения сателлита 
рычаг ES переместился в положение E1S1. Но, так 
как плечи рычага остались равными: 

то и окружные силы в зацеплении остаются по-
стоянными: 

   
Окружные силы Fta и Ftb в зацеплении сателли-

та и центральных колес, возникающие от действия 
вращающих моментов Tа и Tb, являются силами 
давления и приложены непосредственно к зубьям 
сателлита g (рисунок 9). Со стороны сателлита на 
зубья центральных колес действуют силы реакций 
Fga и Fgb, приложенные непосредственно к зубьям 
солнечного a и эпициклического b колес [10]. 
Данные силы, согласно третьему закону Ньютона, 
противоположны по направлению, равны по мо-
дулю и расположены вдоль прямой (на рисунке 9 
данные силы с целью наглядности и информатив-
ности условно разнесены друг от друга):

Fga = Fta = 4761,9 H; Fgb = Ftb = 4761,9 H. 

При наличии в схеме нескольких сателли-
тов nw окружные усилия и их реакции в зацепле-
ниях центральных колес с учетом коэффициента 
неравномерности распределения нагрузки kw [2]:

   

Выводы. 1. Рассмотренные кинематические 
схемы являются эквивалентными, так как полно-
стью совпадают по двум основным критериям: 
-- относительная угловая скорость сателлита g:

ωотн = –29,17 рад/с; ω′отн = –29,17 рад/с; 
ω″отн = – 29,17 рад/с;

-- число зубьев сателлита g, входящих в зацепле-
ние с солнечным колесом за 1 с:

2. Рассмотрим принцип относительного дви-
жения на простом наглядном примере. Пусть 
на стадионе, поле которого имеет возможность 

Рисунок 8 — Окончательная схема силового равновесного 
состояния планетарного ряда 

Figure 8 — Final diagram of the force equilibrium state 
of the planetary series

Рисунок 9 — Окружные силы и их реакции в зацеплении 
сателлита с центральными колесами 

Figure 9 — Tangential forces and their reactions in the engagement 
of the satellite with the center wheels
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вращаться относительно центра О с угловой 
скоростью ωH, тренируются три спортсмена, A, 
B, C, и каждый из них движется против часовой 
стрелки с различными угловыми и окружными 
скоростями по своей беговой траектории (рису-
нок 10 a):

ωA = 1,0 рад/с; ωB = 1,5 рад/с; ωC = 2,0 рад/с.

Относительные параметры: 
ωC – ωA = 2,0 – 1,0 = 1,0 рад/с;
ωC – ωB = 2,0 – 1,5 = 0,5 рад/с;
ωB – ωA = 1,5 – 1,0 = 0,5 рад/с.

Если поле стадиона будет вращаться по часо-
вой стрелке с угловой скоростью ωH = 1,5 рад/с, 
то для сторонних наблюдателей, находящихся на 
трибунах, абсолютные скоростные параметры 
спортсменов изменятся: 

ω′A = ωA – ωH = 1,0 – 1,5 = –0,5 рад/с;
ω′B = ωB – ωH = 1,5 – 1,5 = 0 рад/с;

ω′C = ωC – ωH = 2,0 – 1,5 = 0,5 рад/с.
Визуально будет наблюдаться следующее: 

спортсмен B остановится, спортсмен A будет дви-
гаться в противоположную сторону, спортсмен C 
замедлит скорость своего движения (см. рису
нок  10  b). Но параметры относительного движе-
ния не изменятся:

ω′C – ω′A = 0,5 + 0,5 = 1,0 рад/с;
ω′C – ω′B = 0,5 – 0 = 0,5 рад/с;
ω′B – ω′A = 0 + 0,5 = 0,5 рад/с.

Можно сделать вывод: два дискретных физи-
ческих состояния системы взаимосвязанных тел 
полностью эквивалентны. Таких дискретных фи-
зических состояний или инверсий для планетар-
ных механизмов может быть бесконечное множе-
ство: внешнее вращение механизма относительно 
основной оси (различное по направлению и по 
модулю) влияет только на изменение абсолютных 
параметров системы тел (звеньев) при сохранении 
параметров их относительного движения. Наи-
более выгодной является нулевая инверсия, при 
которой водило визуально затормаживается, при 

этом значительно упрощаются кинематические 
расчеты механизма за счет отсутствия в нем под-
вижных геометрических осей.

3. Абсолютное передаточное отношение пла-
нетарного механизма — это отношение абсолют-
ных угловых скоростей входного (ведущего)  1 
и выходного (ведомого) 2 валов с неподвижными 
относительно друг друга осями:

Определять абсолютное передаточное отно-
шение между звеньями планетарного механизма 
a, b, h и сателлитом g некорректно, так как сател-
лит характеризуется тремя угловыми скоростями 
и имеет подвижную в пространстве ось. Опреде-
лим эти условные отношения k (коэффициенты 
пропорциональности) в реальном механизме меж-
ду угловыми скоростями солнечного зубчатого ко-
леса a и сателлита g (см. рисунок 1): 

Данные числовые значения используются 
в расчетах углов поворота сателлита за один обо-
рот ведущего солнечного колеса (см. рисунок 2).

Число –6 обозначает, что за шесть оборотов 
солнечного колеса сателлит совершит один абсо-
лютный поворот, а за один оборот солнечного ко- 
 
леса повернется на абсолютный угол  –60°. 

Абсолютное вращение представляет собой каче-
ние без скольжения сателлита g внутри окружно-
сти, образованной множеством мгновенных цен-
тров скоростей Р (гипоциклоидное вращение). 

Число –3,4286 обозначает, что за один оборот 
солнечного колеса сателлит относительно водила 
 
повернется на угол  –105º. 

Число 8 совпадает с абсолютным передаточ-
ным отношением механизма, так как переносная 

a			      b
Рисунок 10 — К вопросу об относительности движения: 

а — без внешнего вращения; b — с внешним вращением 
Figure 10 — On the relativity of motion: a — without external 

rotation; b — with external rotation
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угловая скорость сателлита равна абсолютной 
угловой скорости водила. Следовательно, за один 
оборот солнечного колеса сателлит без вращения 
вокруг собственной оси (переносное движение) 
 
повернется вместе с водилом на угол  45°.

Но так как относительная угловая скорость 
сателлита при нулевой инверсии превращает-
ся в  абсолютную, а абсолютная угловая ско-
рость солнечного колеса изменяется до значения 
ω′a = 87,5 рад/с, то истинное абсолютное переда-
точное отношение между солнечным колесом 
и  сателлитом, оси которых неподвижны относи-
тельно друг друга (см. рисунки 3, 4)

Примечание. Расчет абсолютного передаточ-
ного отношения между водилом h и сателлитом g 
с подвижной осью встречается в планетарно-кри-
вошипных механизмах, но такие механизмы для 
преобразования абсолютного гипоциклоидного 
вращения сателлита во вращательное движение 
выходного вала с неподвижной относительно 
входного вала осью оснащаются дополнительны-
ми устройствами: двойной шарнирной муфтой 
с  передаточным отношением +1 или параллель-
ными кривошипами [13, 14].

4. Окружные силы в зацеплении сателлита 
с центральными колесами распределяются строго 
по закону рычага сил, основополагающие прин-
ципы которого изложены в сочинении Архимеда 
«О равновесии плоских фигур». Данные силы не 
зависят от величин и направлений угловых скоро-
стей звеньев механизма. Закон рычага сил распро-
страняется на планетарные и дифференциальные 
механизмы и нашел широкое применение в рабо-
те симметричных и несимметричных дифферен-
циалов главных передач и раздаточных коробок 
транспортных средств [15, 16]. В данных устрой-
ствах ведущим звеном служит водило h, а сател-
лит g выполняет функцию рычага первого рода.

5. Силы реакций Fga и Fgb от окружных сил Fta 
и Ftb распределяются строго по третьему закону 
Ньютона, а именно равны по модулю соответству-
ющим окружным силам, и не зависят от величин 
и  направлений угловых скоростей звеньев меха-
низма и углов их поворотов.
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