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ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ПРОЦЕССОВ НАКОПЛЕНИЯ ПОВРЕЖДЕНИЙ И ЭВОЛЮЦИИ 
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ У ВЕРШИНЫ 
ТРЕЩИНЫ В РЕЖИМЕ ПОЛЗУЧЕСТИ

Работа посвящена исследованию и анализу конечно-элементных (КЭ) расчетов выполненного 
большого цикла вычислительных экспериментов деформирования пластины с разрезом в условиях 
установившейся ползучести, на основании которых выявлен степенной автомодельный характер 
распределения функции сплошности (поврежденности) и составляющих напряжения в непосред-
ственной близости вершины выреза на второй и третьей стадии ползучести в поврежденной 
среде в связанной постановке задачи, когда параметр сплошности входит в конституциональные 
соотношения. КЭ-расчеты полей напряжений и сплошности вблизи кончика дефекта проведены 
с использованием мощной платформы SIMULIA Abaqus с привлечением утилиты UMAT, интегри-
рующей процесс развития повреждений в вычислительный сценарий метода конечных элементов 
(МКЭ). В работе реализовано компьютерное моделирование одноосного растяжения пластины, ос-
лабленной центральным горизонтальным разрезом или наклонным разрезом в режиме ползучести, 
в рамках которого в вычислительные алгоритмы включен прирост повреждений, прогрессирующий 
с течением времени согласно классической механической модели нарастания повреждений Качано-
ва–Работнова по степенному закону для различных значений показателей степеней кинетического 
уравнения и степенного определяющего уравнения с концепцией истинного напряжения в связанной 
постановке. Численное исследование и анализ полученных КЭ-представлений полей напряжений 
и сплошности в окрестности кончика трещины для целого ряда постоянных материала явствен-
но обнаруживает автомодельный характер распределения полей напряжений и поврежденности 
вблизи кончика дефекта степенного типа. Выявлена структура решения и найдены значения пока-
зателей степеней в автомодельной переменной и автомодельном представлении решения, которое 
можно интерпретировать как промежуточное автомодельное решение второго типа согласно 
классификации Г.И.  Баренблатта. Показано, что обнаруженное автомодельное свойство реше-
ния можно интерпретировать как автомодельную асимптотику дальнего поля сплошности и на-
пряжений. Также на извлеченных из МКЭ-расчетов зависимостях напряжения от расстояния от 
кончика разреза, воспроизведенных в двойных логарифмических координатах, наглядно проявляется 
асимптотическое поведение, отвечающее ближнему полю напряжений, характеризующееся пол-
ным отсутствием сингулярности в непосредственной близости вершины разреза.

Ключевые слова: поврежденность, сплошность, модель Качанова–Работнова, поля у вершины 
трещины, UMAT, асимптотика поля напряжений, автомодельность
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Введение. Многие важные элементы кон-
струкций, используемые на электростанциях, 
химических заводах, в авиационной отрасли, по-
стоянно подвергаются воздействию повышенных 
температур. Возможность точного прогнозирова-
ния срока службы элементов конструкций важна 
при проектировании компонентов, работающих 
при высоких температурах [1–5], основной при-
чиной разрушения которых на практике является 
рост трещин при ползучести. Эффективные моде-
ли распространения трещин необходимы для того, 
чтобы критически важные части элементов кон-
струкций продолжали выполнять свои функции 
даже при наличии трещин. Поэтому в последние 
годы разработке эффективных методов прогно-
зирования роста трещин и уточненной оценке 
напряженно-деформированного состояния в ком-
понентах, работающих при высокой температуре, 
уделяется все больше внимания с привлечени-
ем концепций механики поврежденности  [1–8]. 
Для  решения задачи оценки полей напряжений 
и деформаций у вершины трещины особый инте-
рес представляют модели, которые основаны на 
континуальной механике повреждений. Сейчас 
механика поврежденности стала самостоятельной 
областью механики деформируемых сред, систе-
матическим предметом, строго соответствующим 
термодинамическим основам механики сплошных 
сред и сосредоточенным на влиянии несплошно-
стей, микродефектов, повреждений на общие ха-
рактеристики механической реакции твердых ма-
териалов на приложенную нагрузку [9–13].

Анализ влияния процессов накопления по-
вреждений вблизи вершины дефекта с позиций 
континуальной механики поврежденности при-
влекал внимание ученых с 80–90-х годов XX века 
[14–17]. Главный вывод, к которому приходят 
авторы: во всех случаях поведение напряжений 
и  скоростей деформации существенно отличает-
ся от таковых в задаче, где не учитывается про-
цесс накопления повреждений, кроме того, вблизи 
вершины трещины либо существенно снижается, 
либо полностью отсутствует сингулярность на-
пряжений и скорости деформации. Отличительной 
особенностью такого класса задач является асим-
птотический анализ полей напряжений в окрест-
ности вершины трещины. В различных вариаци-
ях математических формулировок краевых задач 
в  связанной постановке авторы, принадлежащие 
к различным научным школам, приходят к общему 
и отчетливому осознанию влияния процесса нако-
пления повреждений у вершины трещины: рост 
повреждений существенным образом сказывается 
на асимптотическом поведении поля напряжений, 
меняя его в сторону ослабления сингулярности 
поля напряжений либо к  полному отсутствию 
таковой. Ранее при исследовании явлений роста 
повреждений у вершины выреза доминирующее 
положение занимал именно асимптотический 

анализ полей для сред, свойства которых соче-
тают нарастание поврежденности и ползучести, 
а также в связанных постановках задач в связ-
ках «упругость  — поврежденность», «пластич-
ность  — поврежденность». Следует отметить, 
что ключевая ценность работ [14–17] — аналити-
ческие (асимптотические) решения задач оценки 
напряженно-деформированного состояния и поля 
сплошности вблизи разреза в сопряженной поста-
новке задачи «поврежденность — ползучесть». 
Однако асимптотические решения не позволяют 
непосредственно получить решение задачи для 
конкретного элемента конструкции с  заданной 
сложной геометрией и сложной системы нагрузок, 
поскольку они могут быть получены в рамках иде-
ализации постановки задачи при рассмотрении 
бесконечного тела с полубесконечной трещиной.

В целях интеграции процессов накопления 
повреждений в расчетную схему МКЭ с начала 
2000-х  годов и чуть ранее начинают разраба-
тываться пользовательские процедуры пакетов, 
реализующих его [18]. Однако разработка поль-
зовательских процедур и сейчас представляет со-
бой самостоятельную, сложную задачу. В насто-
ящей работе, являющейся продолжением цикла 
исследований, выполненных в [1–8], проведен 
численный расчет полей сплошности у вершины 
трещины в условиях установившейся ползучести 
посредством включения (интеграции) скалярной 
меры поврежденности (сплошности) в вычисли-
тельные утилиты МКЭ [1–5]. 

Подробности и особенности МКЭ-вычисле-
ний полей напряжений и сплошности у верши-
ны выреза. В МКЭ-комплексе SIMULIA Abaqus 
выполнена симуляция растяжения металлической 
пластины с центральным горизонтальным и на-
клонным разрезами с учетом деградации механи-
ческих свойств материала вследствие накопления 
поврежденности в режиме ползучести в двумер-
ной постановке задачи (для случаев плоского на-
пряженного (ПНС) и плоско-деформированного 
состояний (ПДС)). Для численного моделирова-
ния полей в окрестности вершины используется 
степенной закон Бейли–Нортона и степенное эво-
люционное уравнение (используется хрестома-
тийная модель Качанова–Работнова (КР)):

где σij — компоненты напряжений; εij — компо-
ненты деформаций; ψ — сплошность; sij — деви-
атор напряжений; A, B, m, n, l, α, β — постоянные 

(1)
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материала, определяемые экспериментально: B, 
n  — постоянные степенного закона установив-
шейся ползучести Бейли–Нортона, A, m — по-
стоянные степенного кинетического уравнения, 
описывающего эволюцию накопления поврежде-
ний, α, β — постоянные материала, определяющие 
эквивалентное напряжение; σe — интенсивность 
напряжений; σ1 — максимальное главное напря-
жение; σkk — гидростатическое напряжение.

Модель Бейли–Нортона установившейся пол
зучести (1) посредством пользовательской про-
цедуры UMAT (User Material) пакета SIMULIA 
Abaqus рассматривается вместе с кинетическим 
уравнением накопления поврежденности КР 
в связанной постановке задачи (в комбинации 
«ползучесть — поврежденность»). Вычисления 
проведены для классического степенного закона 
теории установившейся ползучести и степенно-
го эволюционного уравнения модели КР (1) и их 
обобщений с помощью разработанной пользова-
тельской программы UMAT для широкой совокуп-
ности констант металлов и сплавов [1–3].

Для численного нахождения и анализа зон 
активного накопления повреждений и областей 
полностью поврежденного материала вблизи 
вершины разреза в режиме ползучести напи-
сана, верифицирована и использована программа 
UMAT, моделирующая степенные соотношения (1) 
в  КЭ-вычислениях. Для выполнения КЭ-расче-
та с созданной пользовательской подпрограммой 
необходимо идентифицировать ее в SIMULIA 
Abaqus в  расчетной задаче. Для этого создается 
материал через меню программного комплекса 
SIMULIA Abaqus Materials дерева проекта [6]. По-
стоянные материала задаются в меню Mechanical 
Constants. В коде UMAT они описаны в меню 
ELASTIC PROPERTIES. Во время расчета UMAT 
вызывается для каждой материальной точки на 
каждой итерации расчетного временного шага. 
В рамках вычислительного эксперимента проведе-
но компьютерное КЭ-моделирование одноосного 
нагружения пластины с центральным разрезом. 
КЭ-модель пластины имеет размеры 0,1×0,1  м. 
Трещина моделируется разрезом с закругленными 
вершинами, длина и радиус которых составляет 
10–2 и  10–6 м соответственно. Постоянные матери-
ала, фигурирующие в определяющих уравнениях 
и кинетическом законе (1), соответствуют нержа-
веющей стали n = 2, 3, конструкционным сталям 
n = 4, 5, 9, чистой меди n = 5, титановым и алю-
миниевым сплавам n = 7. Во всех расчетах пола-
галось, что m = 0,7n, что обосновано эксперимен-
тально [5]. Постоянные материала, используемые 
в численном эксперименте, сведены в таблицу 1.

Результаты МКЭ-анализа показаны для случая 
ПНС на рисунке 1, для ПДС — на рисунках 2–4.

На рисунках 1– 4 показаны конфигурации об-
ластей активного накопления повреждений у вер-
шины трещины с течением времени. Проведена 

серия расчетов для ряда материалов с различными 
постоянными материала n, m и l.

В ходе проведенного исследования были по-
строены конфигурации областей поврежденного 

Модель n B, (Н/мм2)–n/ч m A, (Н/мм2)–m/ч
I 3 1∙10–13 2,1 0,10
II 4 1∙10–16 2,8 0,10
III 5 5∙10–19 3,5 0,10
IV 6 1∙10–21 4,2 0,01
V 7 1∙10–23 4,9 0,01
VI 8 1∙10–24 5,6 0,01

Таблица 1 — Постоянные материала 
Table 1 — Material constants

Рисунок 1 — Картины распределений сплошности у вершины 
трещины при ПНС для временных шагов 5000 (a), 10 000 (b) 

и 15 000 (c) часов
Figure 1 — Patterns of continuity distributions at the crack tip 

at a plane stress state for time steps of 5,000 (a), 10,000 (b) 
and 15,000 (c) hours

c

a

b
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материала (областей активного накопления по-
вреждений) как для ПНС, так и ПДС. 

Асимптотический анализ полей напряже-
ний и сплошности у вершины трещины. Цен-
тральной задачей выполненных МКЭ-вычислений 
является выделение асимптотического поведения 
полей напряжений и сплошности вблизи закруг
ленной вершины трещины и интервалов, где дей-
ствует асимптотика. КЭ-расчеты дают возмож-
ность найти угловые и радиальные зависимости 
напряжений и сплошности у вершины трещины. 
Проанализирована асимптотика поля напряже-
ний у вершины трещины на основании рассмо-
трения радиальных зависимостей напряжений от 
расстояния от кончика трещины. Показано, что 
радиальное распределение напряжений облада-
ет степенной асимптотикой, параметры которой 
определены для различных значений постоянных 
материала. Показано, что радиальное распределе-
ние напряжений отличается от асимптотического 
поведения, диктуемого классическим решением 
Хатчинсона–Райса–Розенгрена [23–25]:

(2)

a

b

Рисунок 2 — Картины распределений сплошности у вершины 
трещины при ПДС для временных шагов 2000 (a) и 2500 (a) часов 
Figure 2 — Patterns of the continuity distribution at the crack tip 

at a plane strain state for time steps of 2,000 (a) and 2,500 (b) hours

a

b
Рисунок 3 — Картины распределений сплошности 

у вершины трещины при ПДС для временных шагов 3000 (a) 
и 3500 (b) часов

Figure 3 — Patterns of the continuity distribution at the crack 
tip at the plane strain state for time steps of 3,000 (a) 

and 3,500 (b) hours

a

b
Рисунок 4 — Картины распределений сплошности у вершины 
трещины при ПДС для временных шагов 4000 (a) и 4500 (b) часов
Figure 4 — Patterns of the continuity distribution at the crack tip 

at the plane strain state for time steps of 4,000 (a) and 4,500 (b) hours
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Однако графики, иллюстрирующие радиаль-
ные распределения напряжений у вершины тре-
щины, в двойных логарифмических координатах 
показывают иное распределение, обусловленное 
уменьшением сплошности. Найдена новая асим-
птотика поля напряжений, обуславливаемая про-
цессами развития повреждений: 

где степени, фигурирующие в решении, определя-
ются из КЭ-распределений. 

Показано, что распределения напряжений обла-
дают свойством автомодельности [19–21] — подобия 
распределений характеристик процесса накопления 
поврежденности и временной эволюции напряже-
ний и деформаций вблизи вершины трещины:

 R r tAC sm


1

.

(3)

(4)

Для различных материалов определены чис-
ленно, на основании МКЭ-вычислений, параме-
тры автомодельной степенной асимптотики.

На рисунках 5 a и 6 a видно, что радиальные 
распределения компонент тензора напряжений 
и  поврежденности проявляют асимптотическое 
поведение. На рисунках 5 b и 6 b можно наблюдать 
слияние кривых, соответствующих разным време-
нам. Видно, что кривые в терминах автомодель-
ных переменных сливаются в единую кривую, что 
подтверждает автомодельный характер решения 
в зоне ползучести.

Полученные значения степени в автомодель-
ном решении (4) сведены в таблицу 2.

a

b
Рисунок 5 — Радиальные распределения компоненты тензора 

напряжений σ22 (r, φ = 0) при ползучести с учетом развития 
поврежденности (n = 3): a — зависимости от радиальной 

координаты r в области ползучести для различных временных 
интервалов, включая асимптотические кривые для двух моментов 

времени; b — аналогичные зависимости, но в терминах 
автомодельной радиальной координаты R

Figure 5 — Radial distributions of the stress tensor component σ22 
(r, φ = 0) under creep, taking into account the development 

of damage (n = 3): a — dependencies on the radial coordinate r in 
the creep region for various time intervals, including asymptotic curves 

for two time points; b — similar dependencies, but in terms 
of the self-similar radial coordinate R

a

b
Рисунок 6 — Радиальные распределения параметра 
поврежденности 1–ψ в двойных логарифмических 

координатах (n = 3): a — эволюция поврежденности 1–ψ 
в зависимости от радиальной координаты r для различных 

моментов времени; b — кривые зависимости параметра 
поврежденности 1–ψ от автомодельной радиальной координаты R

Figure 6 — Radial distributions of the damage parameter 1–ψ 
in double logarithmic coordinates (n = 3): a — damage evolution 
1–ψ depending on the radial coordinate r for different time points; 

b — dependency curves of the damage parameter 1–ψ 
on the self-similar radial coordinate R

Константа материала n Показатель степени s
3 –0,752
4 –0,534
5 –0,428
6 –0,357
7 –0,311
8 –0,295

Таблица 2 — Полученные значения показателя степени s
Table 2 — Obtained values of the exponent s
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Конфигурация зон полностью разрушен-
ного материала. Проведенные МКЭ-вычисле-
ния позволяют определить геометрию зоны пол-
ностью поврежденного материала (в которой 
материал не может сопротивляться приложенной 
нагрузке). На  рисунке 7 представлен результат 
МКЭ-расчета, где самым темным цветом цве-
том показана область с минимальным значением 
сплошности, которую можно интерпретировать 
как область, в которой достигнуто критическое 
значение сплошности. Ее геометрия хорошо со-
гласуется с асимптотическими решениями [7, 8]. 
На рисунке 8 представлена зона с выпадающими 
конечными элементами, демонстрирующими ло-
кализацию зоны полного повреждения материала 
у вершины трещины.

Дополнительно на рисунке 9 показан процесс 
снижения значения параметра сплошности у вер-
шины трещины и формирование выпадающих 
элементов, которые можно интерпретировать как 
образование пор и вакансий у вершины трещины.

Написанный код процедуры UMAT (инкор-
порирование степенного эволюционного закона 
в  расчетный МКЭ-алгоритм и связанность полей 
напряжений и поврежденности) позволяет наблю-
дать образование пор, их рост и слияние у вершины 
трещины, что продемонстрировано на рисунке 10. 

Критическое значение параметра поврежден-
ности — это свойство материала, представляющее 
уровень повреждения, при котором материал пе-
рестает сопротивляться приложенным нагрузкам. 
Это не фиксированное значение, оно определя-
ется экспериментально для каждого конкретного 

материала, часто с помощью испытаний на растя-
жение и путем численного моделирования. Для 
теоретической модели континуальной механики 
повреждений критическое значение поврежден-
ности часто упрощается до 1, чтобы представить 

Рисунок 7 — Область с критически низким значением 
сплошности, показанная примыкает к круговому вырезу

Figure 7 — Area with a critically low continuity value is adjacent 
to the circular notch

Рисунок 8 — Зона полностью разрушенного материала 
у фронта трещины

Figure 8 — Zone of completely damaged material at the crack front

a

b

с

d
Рисунок 9 — Формирование зоны полностью разрушенного 
материала у фронта трещины (n = 2) для 4500 (a), 5000 (b), 

5500 (c) и 6000 (d ) часов у вершины трещины
Figure 9 — Formation of a zone of completely damaged material 

at the crack front (n = 2) for 4,500 (a), 5,000 (b), 5,500 (c) 
and 6,000 (d) hours at the crack tip
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полное исчерпание несущей способности образ-
ца, но на практике для обеспечения численной 
стабильности используется значение, немного 
меньшее, чем 1, например 0,95: оно часто исполь-
зуется при моделировании момента разрушения. 
В  проведенном нами вычислительном экспери-
менте минимальное значение параметра сплош-
ности, при котором впервые наблюдаются выпа-
дающие конечные элементы, составляет 0,0392 
(см. рисунок  9). Экспериментально критическое 
значение поврежденности определяется путем 
выявления уровня повреждения образца матери-
ала непосредственно перед его разрушением во 
время испытаний на растяжение. Значение, полу-
ченное в результате физического эксперимента, 
затем используется для проверки достоверности 
численной модели, базирующейся на КЭ-анализе. 
Величина критического повреждения зависит от 
тестируемого материала и его свойств, истории об-
работки и даже геометрических факторов.

Заключение и выводы. В работе построено 
численное КЭ-решение задачи определения полей 
напряжений и сплошности у вершины трещины 

Рисунок 10 — Появление и слияние повреждений вблизи 
вершины разреза в режиме ползучести

Figure 10 — Appearance and coalescence of damage near 
the crack tip under creep mode

в  режиме ползучести с применением пользова-
тельской программы UMAT, позволяющей ин-
корпорировать скалярный параметр сплошности 
в  вычислительный сценарий МКЭ и определить 
эволюцию зоны активного накопления повреж-
дений у вершины трещины. Выполнены визуали-
зация и анализ полей напряжений и сплошности 
у  вершины трещины: построены угловые и ра-
диальные распределения напряжений у вершины 
трещины. Радиальные распределения напряже-
ний, построенные в двойных логарифмических 
координатах, позволили найти новую асимптотику 
напряжений, обусловленную процессами развития 
повреждений. Данная асимптотика, определяемая 
численно, отличается от классической асимптоти-
ки ХРР [23–25]. С помощью полученного МКЭ-ре-
шения удалось обнаружить диапазоны изменения 
расстояния от вершины дефекта и временные 
интервалы, на которых справедливо автомодель-
ное представление решения задачи о  накоплении 
поврежденности у вершины трещины в условиях 
ползучести, подчиняющейся степенному эволюци-
онному уравнению для среды со степенными кон-
ституциональными соотношениями.

Выполненная симуляция процессов нараста-
ния повреждений вблизи вершины трещины при 
ползучести, основанная на МКЭ, может обеспе-
чить многообещающую систематическую основу 
для анализа процесса роста трещин. Обнаружен-
ное новое асимптотическое поведение напряже-
ний у вершины трещины с численно определя-
емыми параметрами может служить отправной 
точкой для построения аналитических решений, 
базирующихся на асимптотической теории и ме-
тодах возмущений. Направлением будущих ис-
следований является разработка и интеграция 
в  МКЭ-расчет моделей анизотропных поврежде-
ний при ползучести [26–28].

Авторы благодарят Российский научный фонд 
(проект № 25-21-00272).
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NUMERICAL AND ANALYTICAL MODELING OF DAMAGE ACCUMULATION 
PROCESSES AND EVOLUTION OF STRESS-STRAIN STATE AT THE CRACK 
TIP IN CREEP MODE

The work is devoted to the study and analysis of finite element (FE) calculations performed by a large 
cycle of computational experiments of plate deformation with a section under steady-state creep conditions, 
which revealed a power-law self-similar distribution of the continuity function (damage) and stress compo-
nents in the immediate vicinity of the tip of the section at the second and third stages of creep in a damaged 
medium in a related formulation of the problem, when the continuity parameter is included in the constitu-
tional relations. The FE computations of stress fields and continuity near the tip of the defect were carried 
out using the powerful SIMULIA Abaqus platform using the UMAT utility, which integrates the process of 
damage development into the computational scenario of the finite element method (FEM). The paper imple-
ments computer modeling of uniaxial stretching of a plate weakened by a central horizontal section or an 
inclined section in creep mode, in which computational algorithms include damage growth that progresses 
over time according to the classical mechanical model of damage growth by Kachanov–Rabotnov accord-
ing to a power law for various values of exponents of the kinetic equation and the power determining equa-
tion with the concept of true tension in a related formulation. Numerical study and analysis of the obtained 
FE representations of stress and continuity fields in the vicinity of the crack tip for a number of material 
constants clearly reveals a self-similar distribution of stress fields and damage near the tip of a power-type 
defect. The structure of the solution is revealed and the values of the exponents in the self-similar variable 
and the self-similar representation of the solution are found, which can be interpreted as an intermedi-
ate self-similar solution of the second type according to the classification of G.I. Barenblatt. It is shown 
that the discovered self-similar property of the solution can be interpreted as self-similar asymptotics of 
the far field of continuity and stresses. Also, the stress dependences extracted from FEM calculations on 
the distance from the tip of the incision, reproduced in double logarithmic coordinates, clearly demonstrate 
the asymptotic behavior corresponding to the near-field stress, characterized by the complete absence of 
a singularity in the immediate vicinity of the tip of the incision.

Keywords: damage, continuity, Kachanov–Rabotnov model, fields at the crack tip, UMAT, stress field 
asymptotics, self-similarity
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